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Czy podziaª na matematyk¦ (czyst¡) i matematyk¦

stosowan¡ ma sens?

Czy to jest sztuka pi¦kna, czy u»ytkowa?

Fresk zamówiony przez papie»a Juliusza II aby wzmocni¢

oddziaªywanie ko±cioªa katolickiego, w tej chwili przynosi

Watykanowi dochód ponad 80 milionów euro rocznie.
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Matematyka czysta czy stosowana?

Liczb¦ λ i niezerowy wektor e= (e1, . . . ,en) ̸= 0 nazywamy,

odpowiednio, warto±ci¡ wªasn¡ i wektorem wªasnym macierzy

A=


a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

 , je±li speªnione jest równanie

a11e1+ · · ·+a1nen = λe1,

... =
...,

an1e1+ · · ·+annen = λen.
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Twierdzenie

Je±li wspóªczynniki aij s¡ nieujemne, to (przy pewnych

dodatkowych zaªo»eniach) istniej¡: dodatnia warto±¢ wªasna λmax ,

taka »e λmax > |λ | dla wszystkich innych warto±ci wªasnych λ

macierzy oraz odpowiadaj¡cy jej wektor wªasny e o dodatanich

wspóªrz¦dnych, zwany wektorem Perrona.

Je±li wspóªczynniki aij okre±laj¡ interakcje pomi¦dzy obiektami j i i

o ró»nej warto±ci wj i wi , to wector e (z λmax = 1) podaje ranking

tych obiektów. W szczególno±ci, je±li A opisuje poª¡czenia

pomi¦dzy stronami internetowymi, to e podaje ranking tych stron i

algorytm znajdowania e, tzw. algorytm PageRank w wyszukiwarce

Google jest wart okoªo 25 miliardów USD.
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Nauki matematyczne

Celem nauk matematycznych jest zrozumienie praw natury poprzez

rozumowanie symboliczne i operowanie abstrakcyjnymi strukturami.

Zatem w naukach matematycznych staramy si¦:

odkry¢ i zanalizowa¢ zwi¡zki pomi¦dzy tymi abstrakcyjnymi

strukturami (matematyka �czysta�),
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rozwija¢ narz¦dzia pozwalaj¡ce ilo±ciowo opisywa¢ ±wiat

zewn¦trzny i stara¢ si¦ zrozumie¢ jego cechy, dopasowuj¡c je

do badanych struktur abstrakcyjnych poprzez tworzenie modeli

matematycznych, analizowa¢ te modele i przeformuªowywa¢ je

tak by byªy zrozumiaªe dla komputerów, oraz wykorzystywa¢

wyników oblicze« numerycznych do interpretacji i

przewidywania ±wiata zewn¦trznego (matematyka stosowana),

wnioskowa¢ o wªasno±ciach ±wiata rzeczywistego na podstawie

danych obserwacyjnych u»ywaj¡c abstrakcyjnych struktur i

argumentacji, wypracowanych powy»ej (statystyka

matematyczna, uczenie maszynowe, sztuczna inteligencja).
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Model 1. Przykªadem modelu matematycznego jest wzór wi¡»¡cy

wysoko±¢ niespªaconej D(k) cz¦±ci kredytu D0 po spªaceniu k rat

wysoko±ci R przy oprocentowaniu r ,

D(k) = (1+ r)k D0−R
k−1

∑
i=0

(1+ r)k−i−1

= (1+ r)k D0−
(
(1+ r)k −1

) R

r
. (1)

W szczególno±ci, je±li kredyt D0 udzielony na procent r powinien

by¢ spªacony w n ratach, to wysoko±¢ raty wynosi

R =
rD0

1− (1+ r)−n
. (2)
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Model 2. W latach 1950�1990 odpadów radioaktywnych cz¦sto

pozbywano si¦ umieszczaj¡c je w szczelnych beczkach i zatapiaj¡c

w oceanie na gª¦boko±ci 3�5 km. Problemem jest mo»liwo±¢

p¦kni¦cia beczki przy uderzeniu o dno.

Do±wiadczenia laboratoryjne pokazuj¡, »e beczki mog¡ p¦kn¡¢ przy

uderzeniu z pr¦dko±ci¡ 4m/s.

Mo»emy

wysªa¢ ªód¹ podwodn¡, która bezpo±rednio zmierzy pr¦dko±¢

beczki na zadanej gª¦boko±ci, lub

zastosowa¢ równania mechaniki Newtona (czyli model

matematyczny).
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Zmiana pr¦dko±ci v pojemnika na gª¦boko±ci y jest dana wzorem

mv
dv

dy
=
(
mg−B− cv2

)
, (3)

gdzie m jest mas¡ beczki, g przyspieszeniem ziemskim, B � siª¡

wyporu, za± c � wspóªczynnikiem siªy oporu wody, zale»nym od

ksztaªtu i przekroju zanurzaj¡cego si¦ obiektu i g¦sto±ci o±rodka.
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Równanie (3) ma rozwi¡zanie

v(y) =

√
mg−B

c

(
1− e−

2c
m y

)
, (4)
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Rysunek: Pr¦dko±¢ beczki o masie 500 kg wypieraj¡cej 200 kg wody o

wspóªczynniku oporu 153 kg/m, jako funkcja gª¦boko±ci.
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Odnotujmy podstawow¡ ró»nic¦ pomi¦dzy Modelem 1 a Modelem

2. W przypadku pierwszym, model jest po prostu matematycznym

opisem pewnej struktury stworzonej przez nas samych, czyli nie ma

w¡tpliwo±ci, »e wiernie opisuje on t¦ struktur¦. W drugim

przypadku, prawa Newtona odnosz¡ si¦ do rzeczywisto±ci

zewn¦trznej; s¡ jej modelem matematycznym.

Sk¡d wiemy, »e wiernie opisuj¡ one t¦ rzeczywisto±¢?

Budowanie modelu nie jest matematyk¡ � nie mo»na

udowodni¢, »e model jest poprawny.

Matematyka odpowiada na pytania o modelu, a nie o

rzeczywisto±ci.
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Pytanie, jak przekroczy¢ barier¦ oddzielaj¡c¡ nasz umysª od ±wiata

zewn¦trznego, czyli jak zbudowa¢ model matematyczny danego

zjawiska, jest fundamentalne dla wszystkich zastosowa«

matematyki.

Rysunek: My±l¦, »e ten krok powinien by¢ lepiej wyja±niony

J. Banasiak Politechnika �ódzka i Uniwersytet w Pretorii Z matematyk¡ stosowan¡ przez ±wiat i histori¦



Czy modelowanie matematyczne jest w ogóle mo»liwe?

Czy mo»emy by¢ pewni, »e zgodno±¢ naszych modeli z

rzeczywisto±ci¡ nie jest szcz¦±liwym przypadkiem, czyli czy wytwory

naszego umysªu maj¡ co± wspólnego ze ±wiatem �zycznym? W

ko«cu, cytuj¡c byªego sekretarza stanu USA, Donalda Rumsfelda,

S¡ znane znane. To s¡ rzeczy, o których wiemy, »e je wiemy.

S¡ równie» znane nieznane, to znaczy rzeczy o których

wiemy, »e ich nie wiemy. Ale s¡ równie» nieznane nieznane.

To s¡ rzeczy, o których nie wiemy, »e ich nie wiemy.

Jak sobie z tym radzono przed wiekami?
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Krótka wycieczka historyczno�krajoznawcza.

Wczesne (i nie tylko) struktury matematyczne.
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Rysunek: Struktury matematyczne, ale czy ±wiadcz¡ one o stosowaniu

wiedzy matematycznej?
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Rysunek: Cie±la, który przy produkcji ªawki nie uwzgl¦dniaªby kierunku

grawitacji, czy k¡ta prostego w stosunku do powierzchni ziemi, nie miaªby

wi¦kszych szans na przekazanie swojego materiaªu genetycznego. Nie

musiaª przy tym zna¢ Teorii Wzgl¦dno±ci, ani mechaniki Newtona.
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Rysunek: Woªy pi»mowe (rysunek lewy) i renifery tworz¡ce okr¡g obronny

Czy oznacza to, »e zwierz¦ta znaj¡ optymalizacj¦ i wiedz¡, »e w tej

formacji chroni¡ jak najwi¦ksz¡ cz¦±¢ stada, wystawiaj¡c na

niebezpiecze«stwo absolutne minimum?
J. Banasiak Politechnika �ódzka i Uniwersytet w Pretorii Z matematyk¡ stosowan¡ przez ±wiat i histori¦



Pierwsze ±wiadome u»ycie matematyki.

Matematyka pojawiªa si¦ w celach utylitarnych � mo»na wi¦c

powiedzie¢, »e u podstaw matematyki le»y matematyka stosowana.

Rysunek: Ko±¢ z Lebombo � pierwszy znany zapis liczenia, okoªo 35000

lat temu
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Pierwsze zastosowania matematyki poza prostym liczeniem:

Egipcjanie, Sumerowie, Akkadyjczycy, Babilo«czycy, okoªo 5000 do

2500 lat temu.

,
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Babilo«czycy byli bardziej zaawansowani od Egipcjan.

u»ywali systemu pozycyjnego o bazie 60,

nie znali poj¦cia zera, ale w systemie pozycyjnym zaznaczali je

pustym miejscem,

znali uªamki, ale nie wszystkie byªy dopuszczalne,

potra�li wyci¡ga¢ pierwiastki kwadratowe,

potra�li rozwi¡zywa¢ ukªady równa« liniowych,

potra�li rozwi¡zywa¢ równania kwadratowe i niektóre

sze±cienne,

znali trójki pitagorejskie,

robili pomiary okr¦gów.
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Przykªad babilo«skiego zadania matematycznego
Znalazªem kamie«, ale go nie zwa»yªem; wpierw usun¡ªem

jego jedn¡ siódm¡, potem dodaª¦m jedn¡ jedenast¡, potem

odj¡ªem jedn¡ trzynast¡. Wtedy zwa»yªem, co pozostaªo i

otrzymaªem 1 ma-na. Jaka byªa waga znalezionego kamie-

nia? [Odpowied¹: kamie« wa»yª 1 ma-na, 91
2
gin, i 21

2
se.

Jak zaznaczyªem, Babilo«czycy u»ywali ukªadu pozycyjnego, tak jak

my u»ywamy systemu indyjsko-arabskiego. Byª to znacznie lepszy

system liczenia, ni» wprowadzony pó¹niej i u»ywany w Europie do

pó¹nych wieków ±rednich system rzymski.
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Mno»enie w systemie rzymskim.

,

Jest to jeden z wczesnych przykªadów zniszczenia wy»szej kultury

przez ni»sz¡, ale silniejsz¡.
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Nadchodz¡ Grecy...

Pierwsze udokumentowane poj¦cie abstrakcji (idee Plato«skie) i

dowodu matematycznego.

Rysunek: Pitagoras, 580 � 500 p.n.e., Platon 428�423 � 348/347 p.n.e.

Europejsk¡ tradycj¦ �lozo�czn¡ mo»na najkrócej scharak-

teryzowa¢ jako przypiski do Platona (A.N. Whitehead)
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Platon wprowadziª koncepcj¦

Bóg jest geometr¡,

i (w Timajosie) przyporz¡dkowaª »ywioªom bryªy plato«skie

(odkryte przez pitagorejczyków):

Pitagorejczycy rozwin¦li t¦ my±l, stwierdzaj¡c

Liczby nie s¡ tylko narz¦dziami, ale stanowi¡ podstawowe

cegieªki z których zbudowana jest rzeczywisto±¢. Zatem

Wszech±wiat funkcjonuje w oparciu o prawa matematyki. ,
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�ycie toczyªo si¦ te» z dala od Aten...

,

Rysunek: Archimedes, 287 � 212 p.n.e., Euclides, o. 300 p.n.e.
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Przeciwko Szkole Ate«skiej...

Rysunek: Sekstus Empiryk, 2�3 wiek n.e., Przeciwko Matematykom

Sceptycyzm pyrro«ski: Aby stwierdzi¢ prawd¦, musimy mie¢ jej

kryterium. Kryterium to mo»e by¢ dowolnie wymy±lone, albo

zatwierdzone przez jakiego± s¦dziego. Je±li jest dowolne, jak mo»na

mu ufa¢? Je±l jest zatwierdzone, to albo s¦dzia jest zatwierdzony,

albo wybrany w sposób dowolny. I tak w niesko«czono±¢... . Pewna

wiedza jest niemo»liwa.
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Trzy podstawowe opinie o modelowaniu matematycznym.

• �Bóg jest geometr¡� � tak, modelowanie jest skuteczne, bo ±wiat

jest zbudowany wedªug zrozumiaªych przez nas reguª

(geometrycznych, algebraicznych...).

• Nie, caªa nauka jest zgadywaniem � mamy du»o szcz¦±cia, je±li

udaje si¦ nam co± przewidzie¢.

• Podej±cie �Po drugiej stronie zwierciadªa� � prawda le»y

po±rodku; wyewoluowali±my wraz ze ±wiatem zewn¦trznym (k¡t

prosty, wªa±ciwo±ci okregu), a zatem nasz aparat poznawczy musi

by¢ przynajmniej do pewnego stopnia wiernym odbiciem ±wiata

zewn¦trznego i praw nim rz¡dz¡cych, gdy» inaczej nie

przetrwaliby±my. (K. Lorenz, nagroda Nobla w 1973)
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Dyskusja nad nimi trwa do dzi±...

Czyli matematyka jest

• w najgorszym przypadku, j¦zykiem nauki,

• w najlepszym, szóstym zmysªem, pomostem pomi¦dzy naszym

umysªem, a wszech±wiatem.

Poszukujemy wi¦c odpowiedzi na pytanie, czy dzi¦ki matematyce

nasz umysª mo»e przekroczy¢ granice wyznaczone przez zmysªy,

konstruuj¡c obiekty my±lowe maj¡ce swoje odpowiedniki we

wszech±wiecie, a niedost¦pne bezpo±rednio dla zmysªów, i czy

mo»emy w wiarygodny sposób u»ywa¢ tych obiektów do

przewidywania zdarze«, które mog¡ by¢ bezpo±rednio wery�kowane.
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Tym czasem w Chinach i gdzie indziej... Pomimo spalenia ksi¡g

i pogrzebania »ywcem 460 konfucja«skich uczonych, zarz¡dzonego

przez cesarza Qin Shi Huanga aby zniszczy¢ tradycj¦ �lozo�czn¡

Stu Szkóª (V�II wiek p.n.e) i wzmocni¢ narracj¦ wªadcy,

matematyka przetrwaªa:

Mo»liwe, »e u»ywaª liczb ujemnych jeszcze przed Brahmagupt¡...
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Jako pierwszy podaª reguªy arytmetyczne dziaªa« z u»yciem zera...
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Majowie, o. 400 r. p.n.e do o. 1000 r. n.e.
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Muhammad ibn Musa al-Chuwarizmi, o. 780 r. n.e. do o. 850 r.

n.e., ojciec algebry, przekªad jego ksi¡»ki na ªacin¦ wprowadziª

system pozycyjny i cyfry arabskie (pochodz¡ce z Indii) w Europie;

wprowadziª funkcje trygonometryczne.
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Nasir al-Din al-Tusi, 1201�1274

Rysunek: Para al-Tusiego � zªo»enie ruchów po okr¦gach daje ruch

prostoliniowy

Odkrywca twierdzenia sinusów:

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sinγ
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Nie mamy przekonuj¡cych dowodów, »e �lozo�czne pytania o to,

czy matematyka wiernie oddaje rzeczywisto±¢ dr¦czyªy innych

uczonych poza Grekami. Wydaje si¦, »e podej±cie do matematyki

byªo czysto utylitarne � byªa ona rozwijana jako narz¦dzie

wspomagaj¡ce rozwój innych dyscyplin, in»ynierii, kartogra�i,

astronomii. Warto zaznaczy¢, »e astronomia byªa wówczas nauk¡

jak najbardziej stosowan¡. Podstawowymi zastosowaniami byªy:

nawigacja,

astrologia,

religia (obliczanie faz ksi¦»yca okre±laj¡ce pocz¡tek Ramadanu

i czas modlitw).
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Nie odrzucajmy wagi rozwoju narz¦dzi w historii � wi¦kszo±ci idei

nie daje si¦ zrealizowa¢ bez stosownych narz¦dzi.

Programowalny komputer Ch. Babbage's zawieraª wszystkie

rozwi¡zania komputerów wspóªczesnych, ale klasyczna mechanika

nie mogªa ich zrealizowa¢.
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Pi¦knym przykªadem ewolucji pomysªu od sztuczki matematycznej

do fundamentalnej idei �lozo�cznej jest historia liczb zespolonych.

Aby j¡ opisa¢, przenie±my si¦ do renesansowych Wªoch.

Dlaczego Wªochy?

�aci«ski patriarcha Konstantynopola, Basil Bessarion, zd¡»yª

wywie¹¢ bibliotek¦ przed zaj¦ciem go przez Imperium Osma«skie.

Jego biblioteka liczyªa kilkaset manuskryptów; osobi±cie

przetªumaczyª szereg prac greckich autorów na ªacin¦, m.in.

Platona i Arystotelesa.

J. Banasiak Politechnika �ódzka i Uniwersytet w Pretorii Z matematyk¡ stosowan¡ przez ±wiat i histori¦



Renesansowe MMA � równania trzeciego i czwartego rz¦du.

del Ferro wiedziaª, jak rozwi¡za¢ jeden typ, ale trzymaª to w

tajemnicy, ujawniaj¡c tylko Fiorowi w chwili ±mierci.

Fior wyzwaª Tartagli¦ na publiczny pojedynek � Tartaglia

znalazª sposób rozwi¡zywania ogólnych równa« na dzie« przed.

Cardano przekupiª Tartagli¦, aby zdradziª mu ten sposób pod

warunkiem, »e Cardano go nie ujawni.

Cardano z Ferrarim zdoªali uogólni¢ ten wynik na równania

czwartego rz¦du, ale gdy si¦ dowiedziaª, »e metoda pochodzi

od del Ferro, uznaª, »e umowa z Tartagli¡ go ju» nie

obowi¡zuje, opublikowali j¡ jako metod¦ del Ferro.

Tartaglia wyzwaª Ferrariego, ale oddaª pojedynek walkowerem.
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Rysunek: Girolamo Cardano (1501-1576) i przegub Cardana
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Ewolucja poj¦cia liczby.

Liczby powinny reprezentowa¢ co± w ±wiecie realnym - st¡d poj¦cie

dopuszczalnych uªamków w matematyce babilo«skiej, opór przez

zerem i liczbami ujemnymi...
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Cardano zauwa»yª, »e konstruuj¡c rzeczywiste rozwi¡zania

równa« sze±ciennych warto �udawa¢", »e istniej¡ obiekty typu
√
−1, które w rachunkach si¦ znosz¡, daj¡c wynik rzeczywisty.

Kartezjusz negowaª ich istnienie i ukuª poj¦cie liczby urojonej.

Euler i Gauss wykazali, »e liczby zespolone a+
√
−1b s¡

dobrze zde�niowanymi obiektami matematycznymi.

Dla in»ynierów i �zyków liczby zespolone s¡ idealnym j¦zykim

dla opisu ruchu falowego (z(φ) = re i(π+φ)+ re i(π−φ) w parze

al-Tusiego).

Podstawowa w mechanice kwantowej funkcja falowa istnieje

tylko w dziedzinie zespolonej � ±wiat rzeczywisty jest tylko

plato«skim cieniem ±wiata zespolonego.
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Zjednoczenie geometrii i algebry.

Na razie, matematyka jest arystotelesowska, statyczna. Mo»liwy

ruch jest jednostajny po wyznaczonych trajektoriach. Aby

umo»liwi¢ dynamik¦, trzeba wpierw poª¡czy¢ przestrze« z liczbami.

Rysunek: Kartezjusz i algebraiczna opis okr¦gu
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Rachunek ró»niczkowy � opanowanie niesko«czono±ci.

Cho¢ ju» w XIV w. w Indiach wykorzystywano sumy niesko«czone,

na przykªad do wyznaczania waro±ci liczby π,
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przyjmuje si¦, »e twórcami rachunku ró»niczkowego s¡ I. Newton i

G. Leibniz.

Rysunek: Isaac Newton i Gottfried W. Leibniz

System stworzony przez Newtona jest pierwszym kompletnym

modelem matematycznym Wszech±wiata we wspóªczenym

rozumieniu tego terminu.
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Dyskusje, czy matematyka mo»e reprezentowa¢ rzeczywisto±¢

niedostepn¡ naszym zmysªom od lat zajmuje poczesne miejsce w

dyskursie �lozo�cznym, jednak rozstrzygni¦cia sporu nie wida¢.

Rysunek: I. Kant, B. Russell, G. Frege, D. Hilbert, K. Gödel, K. Lorenz
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By¢ mo»e, gdyby w staro»ytno±ci wszyscy byli �lozofami i

matematykami, koªo nie zostaªoby nigdy wynalezione � w ko«cu

»adne koªo nie jest idealnym okr¦giem. Szcz¦±liwie, musiaªo by¢

w±ród nich kilku in»ynierów, którzy nie przejmowali si¦ zgodno±ci¡

ideaªu z praktyk¡ i korygowali bª¦dy kiedy si¦ pojawiaªy.

Podobnie obecnie, stosujemy podej±cie Lorenza i buduj¡c modele

matematyczne stosujemy zasad¦ ograniczonego zaufania � wyniki

wykraczaj¡ce poza codzienne do±wiadczenie powinni±my traktowa¢

z du»¡ doz¡ sceptycyzmu. Tak naprawd¦,

Ka»dy model jest bª¦dny; pytaniem praktycznym jest, jak

bª¦dny musi on by¢, aby przestaª by¢ u»yteczny.
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Cho¢ nie mo»na udowodni¢, »e jaki± model jest poprawny, s¡

jednak modele bardzo zªe i caªkiem dobre. Dobry model:

Pozwala przewidywa¢ � modele s¡ budowane na podstawie

zbioru danych do±wiadczalnych zebranych w okre±lonych

warunkach. Je±li jeste±my w stanie wykona¢ podobne

do±wiadczenie w innych warunkach, to otrzymane dane

powinny zgadza¢ si¦ z przewidywaniami modelu. Przykªadowo:

- ogólna teoria wzgl¦dno±ci � ugi¦cie ±wiatªa, fale grawitacyjne,

spowolnienie czasu w nawigacji satelitarnej;

- równania Diraca � istnienie pozytonów;

- teoria standardowa � istnienie bozonu Higgsa.
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Zawiera wcze±niejsze sprawdzaj¡ce si¦ modele jako podmodele:

- mechanika Newtona jest zawarta w teorii wzgl¦dno±ci (szczególnej

i ogólnej) je±li rozpatrujemy pr¦dko±ci maªe w stosunku do pr¦dko±ci

±wiatªa i rejony odlegªe od du»ych mas;

- mechanika kwantowa daje te same wyniki, co mechanika Newtona

je±li rozpatrujemy obiekty du»ych rozmiarów.
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Zªy model.

Johannes Kepler: 5 bryª plato«skich i 6 znanych planet, Merkury,

Wenus, Ziemia, Mars, Jowisz i Saturn � przypadek? Je±li bowiem

na sferze o promieniu orbity Merkurego opisa¢ o±mio±cian, a na nim

opisa¢ nast¦pn¡ sfer¦, to jej promie« odpowiada¢ b¦dzie

promieniowi orbity Wenus. Je±li na tej drugiej sferze opisa¢

dwudziesto±cian, a na nim kolejn¡ trzeci¡ sfer¦, to jej promie«

odpowiada promieniowi orbity Ziemi. I tak kolejno dla nast¦pnych

wielo±cianów foremnych i planet: dwunasto±cian � Mars,

czworo±cian � Jowisz, sze±cian � Saturn.
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Wyliczone promienie orbit zgadzaªy si¦ mniej wi¦cej z ówczesnymi

obserwacjami, lub ich u±rednione zachowanie.

Prostota i logika modelu i jego zgodno±¢ z obserwacjami niewiele

mówi¡ o jego poprawno±ci.
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