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/Zmienna losowa — 1dea

Uczniowie

Eksperyment polega na losowym wyborze jednego ucznia i
zarejestrowaniu jego réznych cech: wagi, wzrostu, liczby
spoznien w ciggu zeszlego tygodnia, itp. Zbiér zdarzen
elementarnych, czyli mozliwych wynikéw losowania oznaczamy
jako €. W naszym przypadku utozsamiamy go ze zbiorem
wszystkich uczniow.
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Zmienna losowa — formalizm

Zmienna losowa przypisuje wartos¢ (liczbe) kazdemu mozliwemu wynikowi eksperymentu.

Matematycznie, zmienna losowa to funkcja dziatajaca z przestrzeni zdarzen elementarnych Q w
zbior liczb rzeczywistych R.

Moze ona przyjmowaé tylko wartosci dyskretne (np. liczby catkowite 0, 1, 2, 3) wtedy moéwimy i
zmiennej skokowej albo dyskretnej lub wszystkie warto$ci z pewnego zakresu (np. przedziatu
liczbowego (0,2]) i wowczas moéwimy o zmiennej ciggtey.

Zmienng losowg oznaczamy zwykle duzg litera X, a jej konkretng wartoS¢ mata litera x. Zatem
piszemy X: Q — R, a zapis X = x odczytujemy: Zaobserwowano wartosé¢ x eksperymentu
losowego zwigzanego z badaniem cechy X.

Na tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych € mozemy okresli¢ wiele r6znych zmiennych
losowych.

Funkcja wiazaca ze soba takie zmienne losowe jest réwniez zmienna losowa, np. X + Y, X - ¥, X°.
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Rozktad prawdopodobienstwa,

Przyjecie konkretnej wartosci przez zmienng losowa zwigzane jest z
wynikami eksperymentu losowego,.

Zatem prawdopodobienstwo przyjecia tej wartosci rowniez zalezy od
wynikow tego eksperymentu, np. od tego, ktory uczen zostanie wylosowany.

Mozna powiedzieé, ze na zbiorze wartosci danej zmiennej losowej roztozone
zostalo prawdopodobienstwo.



Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa

e Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej X: Q — R
opisuje prawdopodobienstwa z jakimi zmienna losowa przyjmuje swoje
konkretne wartosci.

1
prawdopodobieristwo — =
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Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa

e Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej X: Q& — R
opisuje prawdopodobienstwa z jakimi zmienna losowa przyjmuje swoje
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Funkcja rozkladu prawdopodobienstwa

e Funkcja rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowe] X: Q — R
opisuje prawdopodobienstwa z jakimi zmienna losowa przyjmuje swoje
konkretne wartosci.

= =
px(x) = PX=x) =P ({w € Q: X(w) = x})

e =

X
Wlasnosci Q) e
<

(e py(0) 0,

> -1
= = -/
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Przykiady

Dla ustalonej liczby ¢ € R mozemy moéwi¢ o zmiennej losowe] state] X(w) = ¢
dla w € Q. Taka zmienna losowa nosi czesto nazwe zdegenerowanej lub

pewnej, gdyz przyjmie ona swoja jedyna wartosci ¢ z prawdopodobienstwem 1.
Oznaczamy ja symbolem c¢. Méwimy, ze taka zmienna losowa ma
jednopunktowy rozktad prawdopodobienstwa

px(x;) I

X = Liczba pasazeréw samochodéw, ktorzy byli na Marsie

15
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Przykiady

Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad zero-jedynkowy, gdy przyjmuje
tylko dwie wartosci 0 i 1, przy czym wartosé 1 przyjmuje z
prawdopodobienstwem p, a wartos¢ 0 z prawdopodobienstwem g = 1 — p.

Px(x;) 17 P

X = Liczba pomytek sapera
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Przykiady

Moéwimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Bernoulliego (dwumianowy) z
parametrami n i p € [0,1], gdy przyjmuje tylko n + 1 wartosci: 0,1,2,...,n, przy
czym funkcja rozkladu prawdopodobienstwa wyraza sie wzorem:

D= PEX =) = <;l) il —pn xe{Jl —nf

Xi 0 1 n

Px(x;) (L —py np(l — p)+! !

X = Liczba nasion, ktore wykietkowaly z n-elementowego worka

17
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Przykiady

Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad Poissona z parametrem A > 0, gdy
przyjmuje nieskonczenie wiele wartosci: 0,1,2,..., przy czym tunkcja rozktadu

prawdopodobienstwa wyraza sie wzorem:

X

01 =FPc= 1] = —'e—ﬂ, refl
At

A 0 1 2
Px(x;) — le=* ’1726‘/1

X = Liczba samochodéw, ktére przejechaty przez skrzyzowanie w niedziele

18
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Przykiady

Mowimy, ze zmienna losowa X ma rozktad geometryczny z parametrem
p € (0,1), gdy przyjmuje nieskoniczenie wiele wartosci: 1,2,..., przy czym
funkcja rozktadu prawdopodobienstwa wyraza sie wzorem:

DO =_PX—no=(-pp xxell>2 |

A 1 2 3
Px(x) p (l1-pp (1 -p)ip

X = Numer rzutu moneta, w ktérym pierwszy raz wypadta reszka
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Przykiady

Przypusémy, ze gramy w pewna gre, ktorej wartosci x; : 1,2,4 opisuje zmienna
losowa X. Jej rozktad prawdopodobienstwa mozemy na przyktad opisaé¢ w

ponizszej tabeli
Px

0,3

0,2

X: | 2 4
DPx(x;) 02 0,5 0,3
2

ol | ]
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Srednia

W kazdym z powyzszych przyktadéw mozemy zada¢ podobne pytanie:
e Srednio, ilu pasazeréw byto na Marsie?
e Srednio, ilu saperéw sie myli?
e Srednio, ile wzejdzie nasion z jednego worka?
e Srednio za ktérym razem wypadnie reszka?

e Srednio, ile wygramy w opisana gre?

21



Wartos$é oczekiwana

e Zalbzmy, ze gramy w opisang gre losows, powiedzmy, 1000 razy.

Px

0,5

X; | 2 4

l

px(xl) O,Q O,S O,?) 02 ‘ ‘ |
1 2 4

e Interpretujac prawdopodobienstwa jako czestosci, 200 razy powinniSmy
otrzymac nagrode 1, 500 razy — nagrode 2 i 300 razy — nagrode 4. Zatem
Sredni zysk z gry powinien wyniesS¢

1-2004+2-50044 - 300
1000

=02 7 U5 4.0 7
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Wartos$é oczekiwana

e Wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X o rozktadzie prawdopodobien-
stwa py nazywamy liczbe

= =

B = Z xXpx(x) = xpx(x)) + X, px(xy) + ...

X

< =

e Interpretacja: srednia warto$¢ liczbowa, ktorej oczekujemy w duzej liczbie
niezaleznych powtoérzen eksperymentu.

e Uwaga: Jesli w powyzszej definicji wystepuje suma nieskonczona, zaktadamy

dodatkowo, ze Z | x| px(x) < + .

X
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Wartos$é oczekiwana

Px

0,5

0,3

0,2
‘ 2.4
=

I 4 X
=

Wygodnie jest traktowaé¢ wartosé oczekiwang E[X]

=

=

jako srodek ciezkosci rozktadu prawdopodobienstwa.

=
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Podejmowanie decyzji za pomoca
wartoscl oczekiwane]
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Problem z Quizem

Przyktad ten, po odpowiednim uogdlnieniu, stanowi pierwowzor problemu
optymalnej kolejnosci rozwiazywania ciggu zadan o niepewnych nagrodach.

Rozwazmy gre (quiz), w ktorej pewna osoba odpowiada na dwa pytania:
Pytanie A Pytanie B

Poprawna odpowiedz z

prawdopodobienstwem 0,5
1 nagroda 200 zt.

Jesli na pierwsze pytanie odpowie poprawnie, otrzyma odpowiednig nagrode i
moze odpowiedzie¢ na drugie. Jesli odpowie biednie, nie otrzymuje nagrody i
nie moze juz odpowiedzieé¢ na drugie pytanie. Poprawna odpowiedz na drugie
pytanie rowniez skutkuje nagroda, btedna — jej brakiem. Na ktore pytanie
osoba powinna odpowiedzie¢ najpierw?
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Problem z Quizem

Okazuje sie, ze rozsadnej decyzji dostarcza warto$¢ oczekiwana. Pytanie brzmi:
na ktore pytanie (A czy B) odpowiedzie¢ wpierw, by zmaksymalizowaé¢ wartosé
oczekiwana catkowite] nagrody otrzymanej w grze?

Odpowiedz nie jest oczywista, gdyz musimy utrzymac balans: przystepujac do
odpowiedzi na trudniejsze, ale tez wartoSciowsze Pytanie B ponosimy ryzyko
nieprzystapienia do odpowiedzi na prostsze Pytanie A.

Pytanie A Pytanie B

Poprawna odpowiedz z
prawdopodobienstwem 0,5

i nagroda 200 zt.
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Problem z Quizem

Rozwazmy zmienng losowa

X = Calkowita nagroda w grze

1 wyznaczmy jej wartosé¢ oczekiwanag w dwoch mozliwych scenariuszach:

0 zt
0,2
A 100 zt
0,5
0,8
B
0,5

300 zt
Wybrano pierwsze pytanie A

0 zt
0,5
B 200 zt
0,2
0,5
it
0,8

300 zt
Wybrano pierwsze pytanie B
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Problem z Quizem

Rozwazmy zmienng losows

1 X = Calkowita nagroda w grze

1 wyznaczmy jej wartosé¢ oczekiwanag w dwoch mozliwych scenariuszach:

p,

| 0 21 0 21

| 0,2 0,5

i

: A 100 zt B 200 zt
0,5 0,2

s 0,8 0,5

1 B A

I 0,5 0,8

300 zt 300 zt

Wybrano pierwsze pytanie A Wybrano pierwsze pytanie B
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Scenariusz 1

Jesli jako pierwsze wybierzemy Pytanie A, to funkcja rozkladu prawdopodo-
bienstwa zmiennej losowej X bedzie miata postac

A0 =02 p(1000=08-05 p, 300 —08 65
A zatem wartos$é oczekiwana zmiennej losowej X bedzie réwna,

EX] =08-05-100+08:-0,5-300= 160 z.

0 zl

100 zt

B
300 zt
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Scenariusz 2

Jesli jako pierwsze wybierzemy Pytanie B, to funkcja rozkladu prawdopodo-
bienstwa zmiennej losowej X bedzie miata postac

) —-05 p,200=05-02  p,300) —05 08
A zatem wartos$é oczekiwana zmiennej losowej X bedzie réwna,

EEXI=0>5 02 -700 F05 038 -300=— 0O L

0 zt
0,5

B 200 zt

0,2
0,5

A
k'
300 zt
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Decyzja

Poniewaz w pierwszym scenariuszu oczekiwana warto$S¢ catkowite] nagrody jest
wyzsza (160 zl), wiec ten scenariusz jest preferowany. Dana osoba powinna
wybrac¢ ten wiadnie scenariusz.

Scenariusz 1 Scenariusz 2

E[X] =160 E[X] = 140

32
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Problem z Quizem

Uogo6lnijmy nasza analize. Oznaczmy przez p; 1 p, prawdopodobienstwa
poprawnej odpowiedzi na pytania A i B, odpowiednio, a przez v, i v, — odpo-

wiadajace im nagrody.

B
k Vi + Vv, k\ Vi + v,
Wybrano pierwsze pytanie A Wybrano pierwsze pytanie B
EIX] = pi(1 = py)v; + p1po(v + ) EIX] = py(1 = pvy + papi(vy + 1)
= =0 Py
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Problem z Quizem

‘l Zatem odpowiedZ na pytanie A bedzie optymalna (z maksymalna nagroda) wtedy i tylko
‘: wtedy, gdy
P1V1 T P1D2Va 2 PaVa + PiDoVy
z
: lub ré6wnowaznie, gdy
ﬁ_,
| % %
| PV > PaVs :
E =5 F=p
| Zatem, najlepiej jest tak uporzadkowac pytania, by wartosci wyrazenia
-~
1p - p - prawdopodobienstwo prawidtowe] odpowiedzi, v - wartosé nagrody
=P
E
malaty.

%




Uogoblnienie

Rozwazmy quiz, w ktorym uczestnik otrzymuje liste n pytan A;,...,A, 1 moze
na nie odpowiedzie¢ w dowolnej kolejnosci. Prawdopodobienstwo poprawne]
odpowiedzi na i-te pytanie wynosi p; z nagroda za poprawng odpowiedZ v;.
Przy pierwszej blednej odpowiedzi, quiz sie konczy , a uczestnik zachowuje
swoje dotychczasowe nagrody. Problem polega na wyborze takie] strategii
odpowiedzi na pytania, by zmaksymalizowa¢ wartos¢ oczekiwanag catkowite]
nagrody. Pokaz, ze najlepiej odpowiadac¢ kolejno na pytania A;,...,A4; tak, by

clag

byl nierosnacy, tzn. a;.; < ag;dlai=1,...,n.
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