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Stany pogody:

m S;: Stonecznie
m S3: Deszczowo
m S3: Wietrznie

m S4: Pochmurnie
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Macierz przejs¢

Stan pogody w n-tym dniu oznaczamy X,,.

Zatem X, moze przyjmowac cztery wartosci S1,5,S53,54.

Witasnosé Markowa: Pamieé tylko o stanie obecnym!

Stan X,11 w (n+1)-szym dniu zalezy tylko od stanu X,, w n-tym dniu, nie
zalezy od historii. Oznaczmy pj; = P(X,41 = S;i| X, =S;). Jest to prawdopo-
dobienstwo przejécia ze stanu S; do stanu S;.

Tworzymy macierz: w wierszu o numerze i i kolumnie o numerze j wsta-
wiamy p;;.
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Macierz przejs¢

Stan pogody w n-tym dniu oznaczamy X,,.

Zatem X, moze przyjmowac cztery wartosci S1,5,S53,54.

Witasnosé Markowa: Pamieé tylko o stanie obecnym!

Stan X,11 w (n+1)-szym dniu zalezy tylko od stanu X,, w n-tym dniu, nie
zalezy od historii. Oznaczmy pj; = P(X,41 = S;i| X, =S;). Jest to prawdopo-
dobienstwo przejécia ze stanu S; do stanu S;.

Tworzymy macierz: w wierszu o numerze i i kolumnie o numerze j wsta-
wiamy p;;.

P11 P12 P13 P14 03 01 04 03

p_|Pat P22 P23 P2a| _ 01 05 03 04

P31 P32 P33 P3a 04 02 02 02

Pa1  Pa2 P43 Paa 02 02 01 01
Prawdopodobienstwo przejscia ze stanu Sz do stanu S, wynosi po3 =0.3

Prawdopodobienstwo przejécia ze stanu S3 do stanu S; wynosi p;3 =0.4
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Przyktadowa prognoza na nastepny dzien

Przyktad: W tym dniu jest stonecznie (S;)
Pogoda na nastepny dzien:

m 30% szans na stonecznie (0.3)

m 10% szans na deszcz (0.1)

m 40% szans na wiatr (0.4)

m 20% szans na pochmurnie (0.2)
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Symulacja procesu
Przyktadowa trajektoria pogody przez 7 dni

Analogicznie mozna przewidzie¢ przebieg pogody w ciggu kilku kolejnych dni.

Dzien Stan Pogoda P-stwo przejscia

1 X1=5; Stonecznie -

2 Xo=5; Stonecznie 0.3
3 X3=5, Deszczowo 0.1
4 X4=5> Deszczowo 0.5
5 X5 =53 Wietrznie 0.2
6 Xe =S4 | Pochmurnie 0.1
7 X7=5; Stonecznie 0.3
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Wektor rozktadu warunkéw pogodowych

Wektor pogody

Wektorem pogody, a raczej wektorem rozktadu warunkéw pogodowych,
nazywa sie wektor [x1,x2,x3,x4] (zapisany tu jako wiersz, ale wektory zapi-
sujemy zawsze jako kolumny liczb), w ktérym

x; = prawdopdobienstwo, ze pogoda jest w stanie S;, i=1,2,3,4.
Warto zauwazyé, ze ten wektor jest stochastyczny, tzn.
X1 +Xo+x3+x4=1.

Przyktad: Jesli w dzi$ jest deszczowo, to wektorem pogody jest wektor [0,1,0,0],

bo z prawdopodobienstwem 1 mamy stan S,= deszczowo.
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Wektor rozktadu warunkéw pogodowych

Wektor pogody

Wektorem pogody, a raczej wektorem rozktadu warunkéw pogodowych,
nazywa sie wektor [x1,x2,x3,x4] (zapisany tu jako wiersz, ale wektory zapi-
sujemy zawsze jako kolumny liczb), w ktérym

x; = prawdopdobienstwo, ze pogoda jest w stanie S;, i=1,2,3,4.
Warto zauwazyé, ze ten wektor jest stochastyczny, tzn.
X1 +Xo+x3+x4=1.
Przyktad: Jesli w dzi$ jest deszczowo, to wektorem pogody jest wektor [0,1,0,0],

bo z prawdopodobienstwem 1 mamy stan S,= deszczowo.

Jaki wektor pogody bedzie jutro? To jasne — mozna to wyczytaé¢ z macierzy

przejscia, patrzac na liczby po1,pas, p23 i pasa, czyli drugi wiersz macierzy przejscia.

Jutrzejszy wektor [pa1, P22, p23, p24] =[0.1,0.5,0.2,0.2].
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Przewidywanie pogody

m A jaki bedzie wektor pogody pojutrze? za 5 dni? za 2 tygodnie?

m Ogdlnie jaki bedzie wektor pogody w dniu nastepujacym po dniu, w ktérym

wynosit on [x1,x2,x3,X3]7?
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m Czy to mozna przewidzie¢ znajac macierz przej$¢?

W. Kryszewski Prognoza pogody



Przewidywanie pogody

m A jaki bedzie wektor pogody pojutrze? za 5 dni? za 2 tygodnie?

m Ogdlnie jaki bedzie wektor pogody w dniu nastepujacym po dniu, w ktérym

wynosit on [x1,x2,x3,X3]7?
m A jak bedzie wygladata przecietna pogoda przysztego lata?

m Czy to mozna przewidzie¢ znajac macierz przej$¢?

Na te i podobne pytania odpowiada (miedzy innymi) algebra liniowa —
oczywiscie jesli sie ja odpowiednio zastosuje.

Matematyka uzyteczna jest pickna, a piekna matematyka jest
uzyteczna...
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Macierze

Macierz stanowi wygodny sposéb zapisu réznych danych.

Trzech uczniéw s, sp,s3 uczestniczy w czterech klaséwkach 1,2,3,4. Naste-
pujaca macierz o trzech wierszach i 4 kolumnach opisuje otrzymane stopnie:

(1 G [
s [2 2 2 4
s |4 4 3 5
S3 3 5 5 2

A wiec s, student otrzymat 4 z trzeciego sprawdzianu.

Podobna macierz mozna sporzadzi¢, gdy studentéw jest n, za$ sprawdzianéw m.

Bedzie miata n wierszy i m kolumn.
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Ogélnie méwiac macierza (nx m) (macierza o n wierszach i m kolumnach), gdzie

n,meN, nazwiemy wyrazenie

a1 a2 aim
any azo aom
=Taji] i=1,.n ;
[ U]]I:I,...:n’
anl an2 anm

wyraz a;; € R stoi w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, 1=1,..,n, j=1,..,m.
e Macierz jest kwadratowa, gdy n=m;
e jest dodatnia lub nieujemna a; >0 lub a;; >0 dla wszystkich i,j.

e W5réd macierzy kwadratowych wazna role petni tzw. macierz jednostkowa

1 0 .. O

0 1 0
Ih= .

0 0 1
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Wektory

Szczegblnym przypadkiem s3 n-wymiarowe wektory, tzn. macierze o n-wierszach i

jednej kolumnie, a wiec wymiaru (nx1):

Czasem piszemy x =[xy, ..., Xx,] pamigtajac, ze wektory maja zawsze postaé

kolumnowa.

o Piszemy tez [xq,...,x,] " zamiast zapisu kolumnowego (symbol T oznacza taka

wiasnie postac).

o Wektor jest dodatni lub nieujemny: x; >0 (x;>0) dla wszystkich i.
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Macierze tych samych wymiaréw mozna dodawa¢ lub odejmowac¢: jesli

A=Jaj] i=1..n, B=[bjj] =1,
Jj=1,..m j=1,...,
to sumga lub réznica jest macierz (mx n)
A+B= [a,J + b,J] i=1,..,n
,,,,, m
Macierze mozna

s jesli AeR, to IeR
AA=[Aay] im1.m
j=1,om

Na przyktad (przy n=m)
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Macierze tych samych wymiaréw mozna dodawa¢ lub odejmowac¢: jesli

A=Jaj] i=1..n, B=
Jj=1..m
to sumga lub réznica jest macierz (mx n)

AxB=

,,,,,,

Macierze mozna mnozy¢ przez liczby: jesli Ae R, to /eR

AA= [la”] i=
j=
Na przyktad (przy n=m)
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Dziatania na macierzach
Macierze tych samych wymiaréw mozna dodawa¢ lub odejmowac: jesli

A:[au],ll ,,,,, ,?1 , B:[bu]jfll ,,,,, :’ )

n
,,,,, m

Macierze mozna mnozy¢ przez liczby: jes$li A€ R, to /eR

AA=[A3;] i1
=
Na przyktad (przy n=m)
A0 0
0 A 0
Alp= .
0 0 A
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W szczegélnosci, jesli x = [x1,x2,.,%p] T, ¥ = [y1,¥2, - Yn] | Sa wektorem, to

X1 AX]_
X2 AXz
Ax=2A =
Xn AXpy
oraz
X1 71 x1ty1
X2 Y2 X2ty
xxy=| . |+ =
Xn Yn Xn £ Yn

=}
Prognoza pogocly

DA



Macierze A, B wymiaréw (nx m) oraz (mx k) mozna tez mnozy¢ przez siebie; w

wyniku powstanie tzw. iloczyn Cauchy'ego, tj. macierz A- B wymiaru (nx k).

o W szczegdlnosci, dla macierzy kwadratowej (wymiaru (nx n) mozna méwié¢ o

potegowaniu macierzy: dla k>0

Bedzie to réwniez macierz (nx n).
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Macierze A, B wymiaréw (nx m) oraz (mx k) mozna tez mnozy¢ przez siebie; w

wyniku powstanie tzw. iloczyn Cauchy'ego, tj. macierz A- B wymiaru (nx k).

o W szczegdlnosci, dla macierzy kwadratowej (wymiaru (nx n) mozna méwié¢ o

potegowaniu macierzy: dla k>0

k
Bedzie to réwniez macierz (nx n).
o W szczegdlnosci niech
arl aro alm X1
ani azo aozm X2
A= L X=
apl A2 - amm Xm
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Woynikiem mnozenia macierzy A przez x (w tej kolejnosci - to ma znaczenie) jest

wektor
y1 411 412 - a1m X1
Y2 a1 a2 .. apy X2
= . =A-x,
Yn an1 an2 anm Xm
gdzie
y1=a11x1 +aex2 +... +aimXm,
Y2 = az1X1 +azxx2 +..+axmXm,
Yn=ap1X1+an2X2 + ... + anmXm,
tzn.
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Woynikiem mnozenia macierzy A przez x (w tej kolejnosci - to ma znaczenie) jest

wektor
y1 411 412 - a1m X1
Y2 a1 ax . Ay X2
= . =A-x,
Yn an1 an2 anm Xm
gdzie
y1=a11x1 +aex2 +... +aimXm,
Y2 = az1X1 +azxx2 +..+axmXm,
Yn=ap1X1+an2X2 + ... + anmXm,
tzn.
X1
m X2
yi= Za,-jxj = [a,-l EP R a,—m]~ Cldlai=12,.,n
j=1 :
Xm
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Jak wyznacza¢ wektor pogodowy dnia nastepnego?

Przypusémy, ze danego dnia wektor pogodowy x = [x1,x2,x3,x3]7 (tzn. ze
stan S; wystapi z prawdopodobiefistwem x;). Np. niech [0.5,0, 0, 0.5], tzn.

x1 = 0.5, x0 =0 = x3, x5 = 0.5.
Nastepnego dnia wektor pogodowy bedzie

03 01 04 03] [x
01 05 03 04| |x

y=P-x= : )
04 02 02 02| |xs
02 02 01 01 Xq
czyli
1= 0.3X]_ +0.1X2 +0.4X3+0.3X4 = 0.3
yo= 0.1x3+05x+0.3x3+04x4 = 0.25
3= 0.4X]_ + 0.2X2 + 0.2X3 + 0.2X4 = 03

va= 02x34+02x+0.1x3+0.1x4 = 0.15

A wiec szanse, ze nastepnego bedzie padat deszcz wynosza 25%.
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dwa dni ten wektor to

Jesli danego dnia rozktad prawdopodobienistwa pogody jest x =[x1,x2,X3,X3], to za

P.y=P-(P-x)=P?.x,
gdzie P2 to kwadrat macierzy P.

A za k dni? (k=3,4,...).
Pogode za k dni opisuje wektor

Pk x.

Wspotczynniki macierzy P = [pl(Jk li=1,..4,j=1,..4 tworza prawdopodobienstwa
przejécia ze stanu S; do stanu S; w ciagu k-dni.
- to nie jest potega.

Czy mozna przewidzie¢ jaka bedzie pogoda w dtugim okresie czasu? Bez

wzgledu na to, jaka pogode zaobserwujemy jutro, lub pojutrze (albo za tydzien)?
«4O0)>r «F>r «=Zr «E)» = Q>
-~ W. Kryszewski  Prognozapogedy



Co dalej?

Jesli danego dnia rozktad prawdopodobienistwa pogody jest x =[x, x2,x3,X3], to za
dwa dni ten wektor to
P.y=P-(P-x)=P2.x,

gdzie P? to kwadrat macierzy P.

A za k dni? (k=3,4,...).

Pogode za k dni opisuje wektor

Pk.x.

przejscia ze stanu S; do stanu S; w ciggu k-dni.

Uwaga plg.k) #pijk. - to nie jest potega.
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Wektory i wartosci wtasne macierzy kwadratowych

Niech A= [a,J] =L.n . Liczba rzeczywista A€ R jest (rzeczywistg) wartoscia wtasna

macierzy A, JeSlI |stn|eje wektor x £ 0 taki, ze
A-x=Ax.

Taki wektor nazywa sie wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej A.

Zbiér wartosci wtasnych oznacza sie o (A).
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Wektory i wartosci wtasne macierzy kwadratowych

Niech A= [a,J] =L.n . Liczba rzeczywista A€ R jest (rzeczywistg) wartoscia wtasna

macierzy A, JeSlI |stn|eje wektor x £ 0 taki, ze
A-x=Ax.
Taki wektor nazywa sie wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej A.

Zbiér wartosci wtasnych oznacza sie o (A).

o Jesli x jest wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wiasnej A, to dla
dowolnej liczby @ € R, wektor ax jest réwniez wektorem wtasnym o tej samej
wartosci wtasnej

A-ax =aA-x =aAx = Aax.
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Wektory i wartosci wtasne macierzy kwadratowych

Niech A= [a,J] =L.n . Liczba rzeczywista A€ R jest (rzeczywistg) wartoscia wtasna

macierzy A, JeSlI |stn|eje wektor x £ 0 taki, ze
A-x=Ax.

Taki wektor nazywa sie wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wtasnej A.

Zbiér wartosci wtasnych oznacza sie o (A).

o Jesli x jest wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wiasnej A, to dla
dowolnej liczby @ € R, wektor ax jest réwniez wektorem wtasnym o tej samej
wartosci wtasnej

A-ax =aA-x =aix = Aax.
e Tej samej wartosci wtasnej moga odpowiada¢ istotnie rézne wektory wtasne (tzn.

nie zwigzane ze soba w wyzej oméwiony sposéb). Méwi sie wtedy, ze dana wartosé¢

wtasna ma krotnos$¢ wieksza od 1.
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Zauwazmy, ze dla dowolnego A€ R i wektora x

A-x=Ax < (A-2Al,)-x=0

oraz
a1 - a2 ain
az1 an—-2A . az,
A—-Al, =
an1 ano e aApp—A

Réwnos¢ (A—Al,)-x =0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

(a11—A)x1  + apaxz + .+ a1nX1
a1 X1 + (a2—A)x2 + .. + a2pXn
ap1X1 + ap2X2 + .+ (ann_l)xn
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o Liczba A€ R jest wartosciag wtasng macierzy A < uktad réwnan ma niezerowe
rozwigzanie, tzn. istniejg liczby xy,...,x, (x; #0 dla jakiegos i) spetniajace uktad

(wektor x =[xy, ...x,] bedzie wektorem wtasnym).

o Twierdzenie Kroneckera-Capelliego méwi, ze uktad ma rozwigzanie niezerowe <

wyznacznik det(A—Al,) jest réwny zero.
e Definicje wyznacznika macierzy mozna znalezé w kazdym podreczniku tzw.

algebry liniowej. Dla przykfadu

aix  a|
det = aj11d22—a12a21-
azi a2

Chcac znalezé (rzeczywiste) wartosci wiasne macierzy A trzeba rozwiazaé
(wzgledem niewiadomej 1) réwnanie

det(A—Al,) =0.

Sa tez inne metody.
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Nie kazda macierz ma rzeczywiste wartosci wtasne.

Przyktad

Macierz

nie ma rzeczywistych wartosci wtasnych: o (A) =0.

0o 2 1 0
wwia-=an{] 2, 22 -

-2 2 5
det =A°+2.
e [_1 —l] 4

Rzeczywiscie

Réwnanie A% +2 =0 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych (lecz dwa pierwiastki
zespolone +iv?2) .
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Promien spektralny

Dla macierzy A=[aj], dla ktérych o (A) %0 okresla sie tzw. promien spektralny
r(A)=max{|A| : Ae o (A)}.

Przyktad

Dla macierzy

a-ly 3

det(A—Ab) = det([i :;]—A[(l) (I)D

. 1-2 =2 || _ >
7det{ 1 _2_1]—7&1—& .

Zatem wartoéci wtasne sa pierwiastkami réwnania A2 +2A =0, tj. or(A)={0,—1}.
W konsekwencji promien spektralny r(A)=1.
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Twierdzenie Perrona-Frobeniusa

Oskar Perron

(1880 — 1975)

Prognoza pogody

Georg Frobenius
(1849 — 1917)

[m]

=




O. Perron — promien spektralny

Twierdzenie Perrona

Jedli macierz A=[aj];j—1,.n jest nieujemna, to:
m oR(A) #0 oraz promien spektralny jest (rzeczywista) wartoscia
wtasng, tzn. r(A)eor(A),

m ktérej odpowiada nieujemny wektor whasny x =[xq,...,x,] 7, tzn.

A-x=r(A)x

Wad3a twierdzenie Perrona jest to, ze wektor wtasny x odpowiadajacy promieniowi
spektralnemu nie jest wyznaczony jednoznacznie: promieniowi spektralnemu, jako
wartosci wtasnej moga odpowiada¢ istotnie rézne wektory wtasne.

Inaczej méwiac r(A) moze by¢ wartoscia wtasna o krotnosci wiekszej od 1.

Niestety réwnos¢ r(A) =0 jest mozliwa.
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G. Frobenius — Macierze nieredukowalne

o Macierz A wymiaru (nx n) jest nieredukowalna, gdy A>0i (/,+A)™1>0.
Definicja jest inna; podany warunek jest jednak réwnowazny nieredukowalnosci w

przypadku macierzy nieujemnych.
o Macierze dodatnie s3 nieredukowalne.

Twierdzenie Perrona-Frobeniusa

Jesli macierz A jest nieujemna i nieredukowalna, to:

m oR(A)#0, promien spektralny r(A) jest dodatni i jest wartoscia
wtasna o dodatnim wektorze wtasnym x;

m r(A) ma krotnos¢ 1; w szczegélnosci istnieje doktadnie jeden dodatni
stochastyczny wektor wtasny p=|[p1,... ps]” tzn. taki, ze p; >0 dla
i=1,.,n p1+..+p,=1oraz A-p=r(A)p.

m Jezeli pewnej wartosci wtasnej ue€oR(A) odpowiada nieujemny
wektor wtasny y, to u=r(A) i y=ap dla pewnej a>0.

Wektor p nazywa sie wektorem Perrona.
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Macierze stochastyczne

o Macierz nieujemna A= [aj];j—1,.n jest stochastyczna, gdy suma wspétczynnikéw

z kazdej kolumny jest réwna 1, tzn. dla dowolnego j=1,...,n,
n
Za,-j =1.
i=1

Przyktad

Macierz przejscia
03 01 04 03
01 05 03 04
04 02 02 02
02 02 01 0.1

jest (kolumnowo) stochastyczna.

Fakt

Jesli macierz A jest stochastyczna, to r(A)=1.
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Kluczowy fakt - wniosek z twierdzenie Perrona-Frobeniusa

Whiosek
Niech macierz A bedzie stochastyczna i nieredukowalna. Wtedy:
m r(A)=1leor(A);
m istnieje doktadnie jeden dodatni stochastyczny wektor wtasny
p=1[p1,p2,-»Pn] " tzn. taki, ze

A-p=p, pr+..+p,=L1oraz p;>0dlai=1,..,n.

m Dodatkowo metoda potegowa pozwala wyliczyé

1
p=— lim Ak.e

- Kk k—oo
gdzie e=|[1,1,...,1] oraz
lim Ak = p- el.
k—oo

oznacza to, ze dla dowolnego wektora stochastycznego x

A x = p, gdy k — oco.
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1 Twierdzenie Perrona-Frobeniusa wraz powyzszym wnioskiem pozwala
wiec na znalezienie dodatniego stochastycznego wektora wtasnego dla
dowolnej nieredukowalnej nieujemnej macierzy stochastycznej przy
pomocy zbieznej i stabilnej metody numerycznej (metody
,potegowej”’). Jest on wyznaczony jednoznacznie.

2 Obliczenia te mozna przeprowadzi¢ ,recznie” (rozwigzujac odpowiedni
ukfad réwnan). Metoda potegowa ma zastosowanie, gdy wymiar
macierzy n jest duzj liczba.

To jest doktadnie to, czego potrzebujemy, aby odpowiedzie¢ na pytanie o

dtugofalowa prognoze pogody!
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Wracamy do prognozowania pogody

Przypomnijmy, ze dana jest macierz przejs¢

03 01 04 03
01 05 03 04
04 02 02 02
02 02 01 01

P=

Jest to macierz:

m stochastyczna Z?zl pij =1 dla kazdego j=1,..,4 ( suma wyrazéw w kazdej
kolumnie jest 1);

m nieredukowalna, bo jest dodatnia.
A zatem z twierdzenia Perrona-Frobeniusa wynika, ze

m istnieje dokfadnie jeden wektor stochastyczny p=[p1,p2,p3,pa]”, gdzie p; >0,
p1+p2+p3+ps=1, taki, ze

m dla kazdego wektora rozktadu prawdopodobienstwa pogody x

lim PK.x=p.
k—oo
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Stan stacjonarny

Oznacza to, ze dla duzych k (po duzej liczbie dni), niezaleznie od wyjsciowego
stanu pogody proces dazy do réwnowagi statystycznej, w ktérych

prawdopodobienstwa wszystkich stanéw s state
Odpowiedz na zasadnicze pytanie o prognoze

Znajdujemy wektor Perrona p = [p1,p2,p3,ps]” dla macierzy P rozwiazujac
réwnanie macierzowe P-p = p czyli uktad réwnan

P1= P11P1+ P12P2 + P13P3 1+ P14P4
P2 = P21P1+ P22p2 + P23P3 1 P24apPs
P3 = P31P1+ P32p2 1+ P33P3 1+ P3aP4
Pa= Pa1P1+ Pa2pP2 + Pa3p3 + Paaps
z niewidomymi py,p2,p3,ps. Otrzymujemy p; = 0.26, po = 0.33, p3 =

0.25, p4 =0.16. Oznacza to, ze dtugofalowo stan S; wystapi z prawdopodo-
bienstwem p;.

Zatem na dtuzsza mete, pogoda bedzie deszczowa z prawdopodobien-
stwem 33%.
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Zwiazki wtasnosci macierzy z grafem powigzan

Popatrzmy na dwa grafy skierowane o czterech stanach

O ®—O@

(a) Graf niespéjny (b) Graf spéjny

Macierz przejscia grafu jest nieredukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy ten fraf jest
spéjny, macierz grafu niespdjnego nie jest nieredukowalna. Zatem dla grafu z
rysunku (a) nie zachodzi twierdzenie Perrona-Froebniusa, zas dla grafu (b)

twierdzenie Perrona-Frobeniusa zachodzi (jest to tzw. graf turniejowy).
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Inne zastosowania

Twierdzenie Perrona-Frobeniusa ma wazne zastosowania:

1 w teorii prawdopodobienstwa (ergodycznos¢ tancuchéw Markowa);

2 w teorii uktadéw dynamicznych (przesuniecia skoriczonego typu);

3 w ekonomii i finansach (twierdzenie Okishio, warunek Hawkinsa-Simona);
4 w demografii (macierzowe modele populacji Lesliego);

s w sieciach spotecznosciowych (proces uczenia sie DeGroota);

e w wyszukiwarkach internetowych (PageRank);

7 w tworzeniu rankingéw sportowych.

s i w innych zagadnieniach.
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Inne zastosowania

Twierdzenie Perrona-Frobeniusa ma wazne zastosowania:

1 w teorii prawdopodobienstwa (ergodycznos¢ tancuchéw Markowa);

2 w teorii uktadéw dynamicznych (przesuniecia skoriczonego typu);

3 w ekonomii i finansach (twierdzenie Okishio, warunek Hawkinsa-Simona);
4 w demografii (macierzowe modele populacji Lesliego);

s w sieciach spotecznosciowych (proces uczenia sie DeGroota);

e w wyszukiwarkach internetowych (PageRank);

7 w tworzeniu rankingéw sportowych.

s i w innych zagadnieniach.

Dziekuje za uwage
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Zadanie

Mis Koala (Phaseolarctos cinereus) jest zwierzeciem leniwym, $pigcym nawet do 20

godzin na dobe. Jest tez bardzo wybredna. Zat6zmy, ze pewien mi$ koala ma 3
ulubione drzewa eukaliptusa (jak na rysunku)

ONONO
AN,

Drzewa eukaliptusa w australijskim lesie (wymagana odrobina wyobrazni)

Dla i,j€{1,2,3}, niech p; oznacza prawdopodobiefistwo, ze koala bedzie jadta na
drzewie i nastepnego dnia, pod warunkiem ze jadta na drzewie j danego dnia
- W.Kryszewski

o =
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Wiadomo, ze:

m Z prawdopodobienstwem g€ (0,1), koala pozostanie na tym samym drzewie

nastepnego dnia.

m Poniewaz jest leniwa, koala przemieszcza sie tylko na drzewa sasiadujace: jesli
jadta na drzewie 2 pewnego dnia, to nastepnego dnia przeniesie sie albo na
drzewo 1, albo na drzewo 3 z réwnym prawdopodobienistwem, lub pozostanie
na miejscu. Jesli jadta na drzewie 1 lub 3, to przeniesie sie tylko na drzewo 2

lub pozostanie na miejscu.
Oto zadanie:

(a) Dla opisanych powyzej prawdopodobienstw pj;, wypisz macierz P = [pj]1<ij<3.
zwana macierzg przejécia modelu, w zaleznosci od g. Wyjasnij, co
reprezentuje (i,j)-ty element potegi macierzy P*.

(b) Pokaz, ze promien spektralny r(P) =1 oraz ze 1 jest wartoScig wtasna Scisle
dominujaca, tzn. kazda warto$¢ wtasna jest mniejsza niz 1.

(c) Na dtuzsza mete, co mozna powiedzie¢ o proporcji dni, ktére koala spedza na

kazdym z drzew?
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