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Mohammad ibn Musa al-Chuwarizmi (ok. 780— 850), perski
matematyk w Al-kitab al-muchtasar fi hisab al-dzabr
wa-al-mukabala (Krétka ksiega o rachowaniu przez dopetnianie
i réwnowazenie) badal réwnania stopnia drugiego typu (tylko
liczby dodatnie wtedy uznawano):

2?4+ bz =c, ?4+e=bx, 22=br+c



Rozwazmy 2 = bx + ¢, gdzie b, ¢ > 0.
T = utw, w>u

2?2 = u® +w? + 2uw

N AN
W
X
w? = c+ u2;
Vv 22 =u? + (c+u?) + (2u)w

22 =c+2u(u+w)
\/ w2 =c+bz, b=2u




Metode al-Chuwarizmiego zaadoptujmy do réwnania typu
2% = px + ¢, gdzie p i ¢ sa dodatnie.

|




2 =pr+gq
r=u-+w

% = v + w? + 3uw + 3uw?
= 3uw (u+ w) + (u® +w?)
= 3uwx + (u3 + w3)

/N

w

p = 3uw

q=u3+w3

p? = 27ulw?

w? =q—ud

27 (u3)® — 27udq + p? = 0
ud =t

2712 — 27qt +p® =0



Rownania algebraiczne stopnia 3.

Scipio del Ferro (1465-1526) — odkrywca metody (poczatek
XVI w.)

Hannibal Nave — zie¢ Ferro
Antonio Mario Fiori — uczen Ferro

Niccolo Fontana (Tartaglia) (1500-1557) — odkrywca
metody (1535/1536)

Girolamo Cardano (1501-1576) — matematyk, lekarz,
mechanik, jako jeden z pierwszych dopuszczal rozwigzania inne

niz dodatnie, ,rozpowszechnil metode” (Ars magna, 1545 r.)

Rafael Bombelli (1526-1572) — uczenn Cardano, spisal znane
informacje o liczbach zespolonych w ksiazce L’Algebra (1572 r.).
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Cardano wzorujac si¢ na Boskiej Komedii Dantego przekazang
mu metode (tajemnice przekazang mu przez Tartaglie) zapisat
wierszem:

»Kiedy szescian z rzeczami razem
Rowne sq jakiejs liczbie,
Znajdg sie dwie inne, na nig rozdzielajgce sie ...”

(z przekladu Witolda Wiestawa w ,Matematyka i jej historia”,
Opole, 1997).

Problem: Jak rozwigza¢ réwnanie algebraiczne
2+ pr+q=0, (1)

w ktérym niewiadoma x oraz wspdlczynniki p, ¢ sa liczbami
rzeczywistymi?
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Kazde réwnanie stopnia trzeciego
v +ay* +by+c=0

mozna doprowadzi¢ do postaci (1) — stosujac podstawienie

y=x—

a
3

Istotnie:



Stosujac tozsamosé
(u+w)® — 3uw (u+w) —u —w® =0

zauwazamy, ze jeSli wyznaczymy takie u i v, aby

—3uw = p,
{ama, ®

to x := u + w jest rozwigzaniem réwnania (1). Zalézmy, ze
istnieja u, w spelniajace réwnosci w (2).

Zal6zmy dodatkowo, ze u # 0. Z pierwszej réwnosci w = —4-.
Razem z druga réwnoscia prowadzi to do

() + it = (5) =0



Istotnie:
Skoro —u
kolejne zdania:

3 3

—w

=qiw= —%, to zachodzg réwnowaznie



Zatem u> spelnia réwnanie kwadratowe

22+ qz — (g)SZO

— zwane réwnaniem rozwiazujacym dla réwnania (1).
3,3 (8

3 .
Skoro u? + w? = —q oraz udw? = — 3) , to na mocy wzoréw

Vidte’a zauwazamy, ze w? jest drugim pierwiastkiem réwnania
rozwiazujacego. Wéwcezas jezeli

OO S ONE)
ey T B T 2) T3
to u + w jest rozwigzaniem réwnania (1), ktérego wyréznik jest

réwny A = 4 ((%)2 + (%)3)



Przyklad (p = —3V/2, ¢ = 2). Rozwazmy réwnanie
23 —3V2z+2=0

10 T
y
/\5-_
A ST ~—
54+
-10 —

x|—>$3—3\3/§x+2
~ Bogdan Balcerzak



Jego réwnaniem rozwigzujacym jest z2 4 2z +2 = 0.
Roéwnowazne jest ono réwnaniu:

(z+1)2+1=0.

Zauwazmy, ze

0= ()« (27 -ee

(z41)7? = -1
(z41)* = 42

z+1=4 lub 2z+1=—1
z=—14+4% lub z=-1-—1



2

Gdyby istniala liczba i, taka ze i = —1, to rozwiazaniami

wyjsciowego réwnania by byta liczba u + w, gdzie

w=—-1+4 w>=-1-—i.
Zauwazamy, ze
14+4d)° 1 a2y 3
Loz =2 (242
= = 1—3—1) == (— i
2 2
= —1+i.

Przyjmujac u = 13—\}; zauwazamy, ze

Lo P _ 1t -3VE 140 VA (14748
3u_ Y2 3-%\%’_ V2 1+i ¥2(1+41)

14+2i-1+2 _ 2(i+1) _ 2 _ o7

V20+4) 2+ V2
Rzeczywiscie: (V/4)° =392 Y4 +2=4—-3Y8+2=0.
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Problem. Skonstruowaé zbiér, ktéry zawiera zbiér liczb
rzeczywistych oraz taka liczbe 7, aby

oraz istniejg dzialania dodawania i mnozenia w tym zbiorze
rozszerzajace dzialania w zbiorze liczb rzeczywistych.



Leonhard Euler (1707-1783) — termin liczby zespolone,
symbol i, zastosowanie liczb zespolonych w analizie
matematycznej

Johann Friedrich Carl Gauss (1777-1855)

William Rowan Hamilton (1805-1865)



W iloczynie kartezjanskim C = R x R wprowadzamy dziatania
dodawania i mnozenia w ten sposéb, ze
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

dla dowolnych par (a,b), (c,d) € C = R2. Ponadto i = (0, 1)
spelnia: i2 = (—1,0).

Twierdzenie. Dla dowolnych z = (a,b), 21, 22,23 € C
zachodza;

(1) (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23), (2122) 23 = 21 (2223)
[tacznosé],

(2) 21 + 22 = 20 + 21, 2122 = 2221 [przemienno$é],

(3) 2+ (0,0) =z, z-(1,0) = z [elementy neutralne],

(4") (a,b) + (—a, —b) = (0,0) [element przeciwny],

(4) jezeli (a,b) # (0,0), to (a,b) - (T —Tbb) = (1,0),

[odwrotnosé].



Postac algebraiczna liczby zespolonej

Element zbioru C nazywamy liczba zespolona, C — zbiorem
liczb zespolonych.
Dla dowolnych liczb zespolonych (a,0), (b, 0) € R? zachodza:
(a,0) + (b,0) = (a +b,0),
(a,0) - (b,0) = (a-b,0).
Po utozsamieniu dowolnej liczby rzeczywistej b € R z para (b, 0)
mamy

bi=(b,0)-(0,1)=(b-0-0-1,b-1+0-0) = (0,b).
Dowolna liczbe zespolong z = (a,b) € C mozna zapisa¢ jako
z =a+ bi,

gdzie a, b sg liczbami rzeczywistymi. Posta¢ te nazywamy
postacia algebraiczna liczby zespolonej. Jezeli z = a + b1,
gdzie a,b € R, to a nazywamy czeScia rzeczywista liczby z i
oznaczamy symbolem Re z, natomiast b nazywany czeScia
urojong liczby zespolonej z i oznaczamy symbolem Im z.
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Przyklad.
(2+3i) + (4 — 5i) = 6 — 21,

(243i) (4 —5i) = 2(4—5i)+ 3i(4— 5)
= 2-4+4+2-(=bi)+3i-4— (3i) (53)
= 8—10i +12i — 15¢°
= 8—-10i +12i—15-(—1)
23 + 2i.



Postaé trygonometryczna (wspéhrzedne biegunowe). Wzér de
Moivre’a. Niech n € N.

r=|z| = Va2 + b2
Im 4
z=a+bi z=r(cosf +isinb)
) EEE—
z1 =11 (cosfy +isinby)
29 = 19 (cos Oy + i sin )
2129 = r17r9 (cos(01 + 02) + isin(0; + 02))
6
: > 2" = 1" (cosnf + isinnd
@) a Re )




Pierunastki z liczby zespolonej

Definicja. Pierwiastkiem z liczby zespolonej 2 stopnia
n € N nazywamy kazda taka liczbe zespolong w, ze

w = z.

Przyklad. ZnajdZzmy pierwiastki zespolone stopnia drugiego z
liczby 4 + 3¢. Szukamy takich liczb rzeczywistych a, b, ze

(a + bi)* = 3 + 4i.
Zatem
(a® = b?) + 2abi = 3 + 4i. (3)

Poréwnujac czesci rzeczywiste i urojone liczb zespolonych po
obu stronach w (3) otrzymujemy:

a? —b? =3,
2ab = 4.

Pokazujemy, ze: (a,b) = (2,—1) lub (a,b) = (—-2,1). Kazda z
liczb 2 — 4, —2 + 7 jest pierwiastkiem stopnia drugiego z 3 + 4i.
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Twierdzenie (O pierwiastkach zespolonych z liczby
zespolonej). Niech n € N oraz niech z bedzie dowolng niezerowa
liczba zespolong zapisang w postaci

z=r(cosf + isin)

dla pewnych r > 01 6 € R. Wéwczas z ma n pierwiastkow
zespolonych wg, w1, ...,wy,_1 stopnia n, ktére mozna zapisac
nastepujaco:

i

0+ 2k 0+ 2k
WE = {L/77<cos+n7r+isin+7r>

gdzie k =0,1,...,n — 1.



Rozwazmy pierwiastki zespolone trzeciego stopnia z liczby
zespolonej 1 =1+ (cos0 + isin0):

L,

€ = CoS (%’T) + 7 sin (%’T) = —% + %Z\/g,

g2 = cos (%’T) + 7sin (%’T) = —% — %z\/g

Twierdzenie. Jezeli u + w jest rozwiazaniem réwnania (1)

2% + pr + ¢ = 0, dla ktérego —3uw = p i —u® — w3 = ¢, to jego
pierwiastkami sg réwniez

eu + 52111, £2u + ew.



Przyktad. Rozwazmy réwnanie (p = 3, ¢ = 2)

z® +3r+2=0. (4)
Jego réwnaniem rozwigzujacym jest 22 + 2z — (%)3 = 0, ktére
réwnowazne jest ponizszym réwnaniom:

(°+2-2-14+1) -2 = 0,
(z+1)? = 2

Ma zatem dwa rozwiazanie rzeczywiste. Wéwczas rozwiazaniem
(4) jest v+ w, gdzie

wW=-14v2, wP=-1-V2
St@du—i-w:g/—l—i-\/i—i- {’/—1—\/5.




Rozwazmy ¢ = %z\/_— %, g2 = —%i\/g— %

Skoro u = v/ —1 + \/5, w=v—-1-— to pozostalymi

pierwiastkami réwnania (4) sa liczby zespolone

ity - VIV 1 VR VBV VR4 VB VR,
2 2
52u+5w_\/1_\/_+\/1+\/_ V3V1-v2 \/_\/r




Rozwazmy réwnanie

23+ pr+q=0, (1)
gdzie p,q € R.
o Jezeli D = (%)3 + (%)2 > 0 (czyli wyréznik A = 4D

réwnania rozwiazujacego jest dodatni), to (1) ma jedno
rozwigzanie rzeczywiste oraz dwa zespolone.

o Jezeli D = (2)° + (4)” = 0 (cayli jesli A = 4D = 0), to (1)
ma dwa pierwiastki rzeczywiste,

0s/ 4 0s/ 4 3/ 4

= _i4 L _93/ 2

o VT T T Ty
Ty = \3/1(]
2 2 )

gdzie xo jest podwdjny.
o Jezeli D = (2)° + (4)® < 0 (czyli wyrémik A = 4D
réwnania rozwiazujacego jest ujemny), to (1) ma trzy

rozwigzania rzeczywiste.




