Od mostéw w Krélewcu do sieci spotecznosciowych

czyli krétka historia zastosowan pewnego pojecia

Marek Majewski

25 wrzesénia 2025
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Mosty krélewieckie

o Konigsberg (Krélewiec), Prusy 1736,

o Rzeka Pregota — dwie wyspy potaczone siedmioma mostami

Zrédto: Wikipedia
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Mosty krélewieckie

o Konigsberg (Krélewiec), Prusy 1736,

o Rzeka Pregota — dwie wyspy potaczone siedmioma mostami

Zrédto: Wikipedia

Problem mostéw krélewieckich

Czy mozliwe jest, aby wyruszy¢ z dowolnej czesci ladowej miasta, przejs¢ przez
kazdy z mostéw doktadnie jeden raz i powréci¢ do punktu wyjsciowego?
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Mosty krélewieckie

Leonhard Euler (1707— 1783) - szwajcarski matematyk, fizyk i astronom, jeden
z twércdw nowoczesnej matematyki.

Jakob Emanuel Handmann, Zrédto: Wikipedia
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Mosty krélewieckie

Zrédto: Wikipedia
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Mosty krélewieckie

Graf to zbiér wierzchotkéw V wraz ze zbiorem krawedzi E czyli tukéw
taczacych odpowiednie wierzchotki. J
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Mosty krélewieckie

Droga w grafie to uktad potaczonych ze soba kolejnych krawedzi grafu. }
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Mosty krélewieckie

Cykl Eulera to droga, ktéra zaczyna sie i konczy w tym samym wierzchotku
oraz przechodzi przez kazda z krawedzi grafu doktadnie jeden raz. J
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Mosty krélewieckie

Cykl Eulera to droga, ktéra zaczyna sie i konczy w tym samym wierzchotku
oraz przechodzi przez kazda z krawedzi grafu doktadnie jeden raz. J

Stopniem wierzchotka w grafie nazywamy liczbe krawedzi, ktéra taczy sie z
tym wierzchotkiem. J
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Mosty krélewieckie
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Mosty krélewieckie

Twierdzenie (Euler, 1736)

W grafie istnieje cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wierzchotek tego
grafu ma stopien parzysty.
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Mosty krélewieckie

Twierdzenie (Euler, 1736)

W grafie istnieje cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wierzchotek tego
grafu ma stopien parzysty.

L. Euler. Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis. Commentarii
academiae scientiarum Petropolitanae, Volume 8, pp. 128-140. J
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Mosty krélewieckie
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Sie¢ elektryczna

Chcemy podtaczy¢ do zrédta energii elektrycznej pewna grupe doméw. Znamy
wzajemne koszty potaczenia miedzy domami oraz zrédtem energii, zgodnie z
rysunkiem. Jak zrobi¢ to minimalizujac catkowity koszt przedsiewziecia?
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Sie¢ elektryczna

Otokar Bortivka (1899 - 1995) - czeski matematyk.

Zrédto: Wikipedia

Boriivka, Otakar (1926), "O jistém problému minimalnim", Prace Moravské
prirodovédecké spolenosti, 3 (3): 37-58 J

Jindrich Saxel, pracownik Zachodnio-Morawskiej Spotki Energetycznej
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Minimalne drzewo rozpinajace (MST)

Drzewem nazywamy taki graf, w ktéry dowolna dwa wierzchotkmi mozna
potaczy¢ droga tylko na jeden sposéb.

b

a) c) e)
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Minimalne drzewo rozpinajace (MST)

Drzewem rozpinajacym (ang. Spanning Tree) w grafie G nazywamy drzewo,
ktére zawiera wszystkie wierzchotki grafu G oraz zbiér krawedzi drzewa jest
podzbiorem zbioru krawedzi grafu G.

a) graf G b)
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Minimalne drzewo rozpinajace (MST)

Jezeli w grafie G kazdej krawedzi przyporzadkujemy doktadnie jedna liczbe
rzeczywista, to méwimy ze graf G jest grafem wazonym. J
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Minimalne drzewo rozpinajace (MST)

Jezeli w grafie G kazdej krawedzi przyporzadkujemy doktadnie jedna liczbe
rzeczywista, to méwimy ze graf G jest grafem wazonym. J

Problem drzewa minimalnego

Dla danego grafu wazonego znalez¢ takie drzewo rozpinajace, ktére suma wag
krawedzi bedzie najmniejsza z mozliwych
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Najkrétsze Sciezki

Zrédto: pixabay
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Najkrotsze Sciezki

Konin

Warszawa

Sieradz 60 Lodz
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Najkrétsze Sciezki

Problem najkrétszych Sciezek

Dla danego grafu wazonego znalez¢
@ najkrétsza droge miedzy dwoma wyréznionymi wierzchotkami
@ najkrétsze drogi pomiedzy wyréznionym wierzchotkiem (zrédtem) a
wszystkimi pozostatymi wierzchotkami

@ najkrétsze drogi pomiedzy wszystkimi parami wierzchotkéw
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Algorytm Dijkstry
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Algorytm Dijkstry

Zrédto: Wiedzmin Wiki
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Algorytm Dijkstry

Edsger Wybe Dijkstra (1930 — 2002) — holenderski naukowiec, pionier
informatyki.

Zrédto: Wikipedia

E. W. Dijkstra. A note on two problems in connexion with graphs. Numerische
Mathematik, 1 (1959), S. 269-271. J
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Algorytm Dijkstry

Dijkstra(G,w,s):
dla kazdego wierzchotka v w V[G] wykonaj
dlv] := nieskoriczonos$¢
poprzednik[v] := niezdefiniowane
d[s] := 0
Q :=V
dopdki Q niepuste wykonaj
u := Zdejmij_Min(Q)
dla kazdego wierzchotka v — sgsiada u wykonaj
jezeli d[v] > d[u]l + w(u, v) to
dlv] := d[ul + w(u, v)
poprzednik[v] := u

Wyswietl("Droga wynosi: " + d[v])
Zrédto: Wikipedia
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Sie¢ spotecznoséciowa

4

-

Zrédto: pixabay

WYDZIAL MATEMATYKI
i INFORMATYKI
Uniwersytet todzki

35/49



Sie¢ spotecznoséciowa

@ Problem mierzenia odlegtosci pomiedzy wierzchotkami (osobami) — ,jak
duzy jest Swiat”
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@ Problem mierzenia odlegtosci pomiedzy wierzchotkami (osobami) — ,jak
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@ Problem istnienia kliki (kazdy wierzchotek jest potaczony z kazdym —
»kazdy zna kazdego”
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Sie¢ spotecznoséciowa

@ Problem mierzenia odlegtosci pomiedzy wierzchotkami (osobami) — ,jak
duzy jest Swiat”

@ Problem istnienia kliki (kazdy wierzchotek jest potaczony z kazdym —
»kazdy zna kazdego”

o Przeszukiwanie grafu, w celu zbadania struktury potaczen np.
proponowanie ,nowych znajomych”,
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Sie¢ spotecznoséciowa

@ Problem mierzenia odlegtosci pomiedzy wierzchotkami (osobami) — ,jak
duzy jest Swiat”

@ Problem istnienia kliki (kazdy wierzchotek jest potaczony z kazdym —
»kazdy zna kazdego”

o Przeszukiwanie grafu, w celu zbadania struktury potaczen np.
proponowanie ,nowych znajomych”,

@ Problem poszukiwania ,,niezbyt odlegtych” wierzchotkéw z podobnymi
cechami (np. zainteresowaniami) — szukanie wspélnot
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Kolorowanie graféw

Problem kolorowania

Nada¢ elementom grafu etykiety (kolory), tak aby sasiadujace elementy nie
miaty identycznej etykiety (koloru). Optymalne pokolorowanie polega na uzyciu
minimalnej liczby koloréw.
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Kolorowanie graféw

Problem kolorowania

Nada¢ elementom grafu etykiety (kolory), tak aby sasiadujace elementy nie
miaty identycznej etykiety (koloru). Optymalne pokolorowanie polega na uzyciu
minimalnej liczby koloréw.

Co mozemy kolorowac?
o wierzchotki grafu,
o krawedzie grafu,

@ regiony grafu
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Kolorowanie graféw

Problem kolorowania

Nada¢ elementom grafu etykiety (kolory), tak aby sasiadujace elementy nie
miaty identycznej etykiety (koloru). Optymalne pokolorowanie polega na uzyciu
minimalnej liczby koloréw.

Co mozemy kolorowac?

o wierzchotki grafu,

o krawedzie grafu,

@ regiony grafu
Zastosowania kolorowania

@ problemy kombinatoryczne (uktadanie planu zajeé, grafiku zadan,
przydzielanie czestotliwosci),

@ kompilatory — optymalizuje czas dostepu do zmiennych, z ktérych program
korzysta,

@ sudoku
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Kolorowanie wierzchotkéw
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Kolorowanie krawedzi
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Kolorowanie

Twierdzenie (O czterech kolorach, 1976)

Kazda mapa moze by¢ pokolorowana co najwyzej czterema kolorami.

{ Pomorskie T
i Zachodnio- Mazurskie
| pomorskie

Kujawsko-
Pomorskie

Mazowieckie
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Kolorowanie

Twierdzenie (O czterech kolorach, 1976)

Kazda mapa moze by¢ pokolorowana co najwyzej czterema kolorami.

@ hipoteza postawiona w 1840 A. F. Mdbius, w 1852 (niezaleznie) F. Guthrie

Pormorskie .

Mazurskie

ﬂmwn»

| pomorskie

Kujawsko-
Pomorskie

Mazowieckie
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Kolorowanie map

Twierdzenie (O czterech kolorach, 1976)

Kazda mapa moze by¢ pokolorowana co najwyzej czterema kolorami.

@ hipoteza postawiona w 1840 A. F. Mdbius, w 1852 (niezaleznie) F. Guthrie
e 1975, dowdd wspomagany komputerowo K. Appela i W. Haken, USA.

1 WYDZIAL MATEMATYKI
i INFORMATYKI
Uniwersytet todzki

48/49



Kolorowanie map

Twierdzenie (O czterech kolorach, 1976)

Kazda mapa moze by¢ pokolorowana co najwyzej czterema kolorami.

@ hipoteza postawiona w 1840 A. F. Mdbius, w 1852 (niezaleznie) F. Guthrie
e 1975, dowdd wspomagany komputerowo K. Appela i W. Haken, USA.

@ 2004 istotnie mniej skomplikowany dowdd Robertson, Sanders, Seymour i
Thomas, USA.
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