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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Sformufowanie problemu

Zatbézmy, ze (ay) jest ciagiem liczbowym zdefiniowanym dla k& € N. Jezeli
n jest ustalong liczba naturalng, to sume

a1 +as+ ...+ ap

bedziemy zapisywaé za pomoca symbolu

n
Z af.
k=1

Tak wiec znany wzdr na sume n poczatkowych wyrazdéw ciaggu geometrycznego:
1—q"
I—q

at+ag+ag®>+...+ag" P =a

mozna zapisaé krocej w postaci
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Sformufowanie problemu

Powyzsza notacje mozna rozszerzyé na przypadek sumy, w ktérej
pierwszym skfadnikiem nie jest a1, lecz na przyktad a,,, przy czym
zaktadamy, ze m < n:

n
Qm + amy1 + ...+ ay = Z ag.
k=m

W szczegblno$ci, wprowadzona definicja implikuje, ze

m
Z aE = Q-
k=m

Podobnie, n moze zostaé zastapione przez inng liczbe, np. n + 1; wtedy
n+1
Y k= am gt e G G,

k=m

Na koniec zauwazmy, ze

n+1 n
Z ak_lzam—l—amﬂ—l—...—i—an:Zak.
k=m-+1 k=m
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Sformufowanie problemu

Problem

Dla danego ciagu (ag)ren i liczby naturalnej n wyznacz jawnga postac sumy

n
Z ag.
k=1

Ciag (Sn)nen © wyrazach

n
sn:Zak:al—i—ag—i—...—i—an, eN
k=1

bedziemy nazywaé ciagiem sum czesciowych ciagu (ay).

Oméwienie wielu metod znajdowania jawnych postaci sum:

R. L. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik, Matematyka konkretna, PWN,
Warszawa 1998
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda zaburzania

Metoda zaburzania wymaga zapisania s, 1 na dwa sposoby.

Pierwszy jest oczywisty:
Sp+1 = Sp + Qny1,
a drugi polega na przedstaweniu s, W postaci:
Sn+1 = a1 + f(n, spn),
gdzie f jest pewna funkgja.
Po rozwiazaniu réwnania

Sp + Apy1 = a1 + f(n7 sn)

n
z niewiadoma s, otrzymujemy jawng posta¢ sumy Z Q-
k=1
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda zaburzania

Problem 0

n
Znajdz jawna postaé sumy s,, = Z ¢" 1, gdzie ¢ = 1 jest ustalona liczba.
k=1

Dla kazdego n € N mamy:
Sn+1:1+q+q2++qn71+qnzzqk71+qn:8n+qn

oraz 9 1
Sn1=14+q(1+qg+¢ +...+¢"7") =

n
=1 +quk*1 =1+ gsn.
k=
W takim razie
sn+q" =14+gqs,.
Rozwigzujac to réwnanie wzgledem s,, otrzymujemy
1—q"

dlan e N.
1—¢

Sn
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda zaburzania
Problem 1

n
Znajdz jawna postac sumy s, = Z K2k,
k=1

Dla kazdego n € N mamy:

Sn+1 = Sp + (n+1)2"H!

oraz
n+1 n+1 n
Sp1 =y k2" =24 k2P =24 Zk+1 2"
k=1 k=2 k=1
1 _ n
=24 2s,+4- . 2:2sn+2"+2—2
W takim razie

Sp 4 (n+1)2" =25, + 2712 _ 2,
Rozwiazujac to rownanie wzgledem s,, otrzymujemy
sp=(n—1)2"""+2 dlaneN.
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda zaburzania
Problem 2

n
Znajdz jawng postac sumy s, = Z k2,
k=1

Dla kazdego n € N mamy:
Spn+1 = Sn + (n + 1)27

a z drugiej strony

n+1
Smp1 =1+ k2_1+z (k+1)?
k=2 k=1

_1+Z (K* + 2k +1) _1+Zk2+2zk+21
k=1

:1+3n+22 k+n.
k=1
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda zaburzania

Stad

n
snt(n+1)°=1+s,4+2> k+n.
k=1

Wyraz s,, redukuje sie po obu stronach réwnosci, ale otrzymujemy wzér:

z": n—i—l)‘

Whiosek: Metode zaburzania zastosowana do sumy kwadratéw kolejnych
liczb naturalnych prowadzi do wzoru na sume pierwszych poteg tych liczb.

Hipoteza: W celu znalezienia sumy >"7_, k? nalezy rozwazy¢ sume

=> K
k=1
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda zaburzania

Istotnie, mamy bowiem:
tnt1 =t + (n + 1)3,

oraz

n+1 n
thpr =1+ =1+ (k+1)
k=2 k=1
3n(n+1)
:1—|—tn+38n+#+n-
Stad
3 1
(n+1)3:1+38n+n(n2+)+n.

W konsekwencji

. n(n + %)(n—l— 1) _n(2n+1)(n+1)
n — - 6 .
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Niech (ar)ken i (bg)ren beda takimi dwoma ciggami, ze

ak:bkﬂ—bk dla k € N.

Wodwczas
> ak = (b —bo) + (bg = b1) + ... + (b1 — byp) = bng1 — b1
k=1

Réwnosé .
Z ar = bpy1 — b1 (1)
k=1
daje jedna z najbardziej efektywnych metod znajdowania jawnej postaci
n

sumy Z ap nazywana metoda sumowania réznic.
k=1

Oczywiscie zastosowanie tej metody wymaga znajomosci ciagu (bg), co
moze sprawiaé pewien problem w przypadku niektérych ciggéw (ay).
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda sumowania réznic

Problem 0 (raz jeszcze)

n
Znajdz jawna postaé sumy s, = Z ¢, gdzie g # 1 jest ustalong liczba.
k=1

Zauwazmy, ze dla kazdego k € N i ¢ # 1 mamy:
¢ =" =(g-1)¢""

skad wynika, ze

¢t = q" _ ¢!
g—1 q¢—1
Przyjmujac
s
b, = dlaneN
q—1

1

otrzymujemy ¢~ = by — by, a stad

N q" ¢ -1
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda sumowania réznic

Problem 3

n
1
Znajdz jawna postac sumy s, = Z —
] k(k+1)

Dla kazdej liczby naturalnej &k mamy:

1 1 1

k(k+1) k k41

mozna wiec przyjaé we wzorze (1)

1
bk == 7%

Wdweczas
n

1
7:bn —b == 1— .
£ k(k+1) o n+1 n+41
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda sumowania réznic

Podobnie mozna wykazaé ogdlniejszy wzor:

- 1 n
kz::l ktok+1l+e) (I+om+lte)

gdzie ¢ jest dowolng liczba, ktéra nie jest liczba catkowita ujemna.
W tym przypadku nalezy przyjac:

1
by = —
K k+c

dla k£ € N.
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda sumowania réznic

Ciag Fibonacciego

to ciag (Fn)nen, zdefiniowany rekurencyjnie:

F0207 Flz]-a
F,=F, 1+ F,o dlan>2.

Jego wyrazy s3 nazywane liczbami Fibonacciego.

Poczatkowymi wyrazami ciggu Fibonacciego s3 liczby

0,1, 1, 2,3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda sumowania réznic

Problem 4

n
Znajdz jawna postac sumy s, = Z Fy dlan e N.
k=1

Z zaleznosci rekurencyjnej
F,=F,_ 1+ F,—o dlan>2
wynika natychmiast (po podstawieniu n = k + 2), ze
Fi = Fi12 — Fita, k€N,

wiec przyjmujac by = Fj41 dostajemy

n
ZFk =bpt1—b1=Fppo—Fo=Fu0— 1.
k=1
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O sumowaniu ciggéw skoriczonych Metoda sumowania réznic

Problem 5

n
Znajdz jawna postac sumy Z F,f dlan € N.
k=1

Zauwazmy, ze Fy, = Fj,11 — Fy_1 dla k € N. W konsekwencji
F} = (Fyt1 — Fy1)Fy, = Fy1 Fy, — FyFy_q,

wiec przyjmujac by = FFj,_1 otrzymujemy

n
> F? = FyiF.
k=1
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