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Nauki matematyczne
Celem nauk matematycznych jest zrozumienie praw natury poprzez
rozumowanie symboliczne i operowanie abstrakcyjnymi strukturami.

Zatem w naukach matematycznych staramy sie:
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o odkry¢ i zanalizowaé zwiagzki pomiedzy tymi abstrakcyjnymi
strukturami (matematyka ,,czysta”),

o zrozumie¢ mozliwie liczne cechy $wiata zewnetrznego
dopasowujac je do badanych struktur abstrakcyjnych poprzez
modelowanie matematyczne, ich analize oraz przeformufowanie
w spos6b zrozumiaty dla komputeréw, oraz wykorzystanie
wynikéw obliczed numerycznych do interpretacji i

przewidywania $wiata zewnetrznego (matematyka stosowana),

o wnioskowa¢ o witasnosciach swiata rzeczywistego na podstawie
danych obserwacyjnych uzywajac abstrakcyjnych struktur i
argumentacji, wypracowanych powyzej (statystyka

matematyczna, uczenie maszynowe).
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Dla jakichkolwiek zastosowan matematyki kluczowym zagadnieniem
jest sposob, w jaki nasz wewnetrzny aparat poznawczy jest
potaczony ze Swiatem zewnetrznym. Zatem pojecie modelowania
matematycznego jest centralym pojeciem w matematyce

stosowanej. Pamigtajmy:

matematyka zawsze odpowiada na pytania o modelu, a nie o

$wiecie zewnetrznym.

Zatem to, co matematyka méwi o Swiecie zewnetrznym zalezy
wytacznie od tego, jak dobrze jest on reprezentowany przez model

matematyczny.
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Czyli matematyka jest

@ w najgorszym przypadku, jezykiem nauki,

@ a w najlepszym, sz6stym zmystem, pomostem pomiedzy

naszym umystem a wszechswiatem.

Innymi stowy, poszukujemy odpowiedzi na pytanie, czy dzieki
matematyce nasz umyst moze przekroczy¢ granice wyznaczone
przez zmysty, konstruujac obiekty myslowe majace swoje
odpowiedniki we wszechswiecie, a niedostepne bezposrednio dla
zmystéw, i czy mozemy w wiarygodny spos6b uzywac tych obiektéw
do przewidywania zdarzen, ktére moga by¢ bezposrednio

weryfikowane.

J. Banasiak Politechnika tédzka i Uniwersytet w Pretorii i Matematyka i epidemiologia



Podstawy modelowania matematycznego.

Jak méwilismy wczesniej, modelem matematycznym nazywamy
abstrakcyjny obiekt, czesto réwnanie, ktére opisuje w sposéb
ilosciowy zachowanie okreslonych obiektéw i, idealnie, umozliwia

prognozowanie ich zachowan.

Innymi stowy, model matematyczny to matematyczna reprezentacja
naszej wizji Swiata zewnetrznego (badz jego fragmentu)

umozliwiajaca przewidywanie zachodzacych w nim zmian.
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[ Matematyka czysta

Abstrahowanie

Analiza

Przyroda,
spoteczenstwo
lub technologia

Obliczenia —

Poréwnanie

Poprawki z danymi

JesteSmy z tego Swiata i zadna idea nie powstaje catkowicie w nas,

bez odniesien do $wiata zewnetrznego (Ch.Shastri, AMS Notices).
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Pamietajmy, ze

o Modelowanie matematyczne to nie matematyka — nie mozna

udowodni¢, ze dany model jest poprawny.

Tak naprawde,
° Kazdy model jest btedny; pytaniem praktycznym jest, jak
bfedny musi on by¢, aby przestat by¢ uzyteczny.
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Modelowanie epidemii—podstawowe pytania
o Jak zbudowa¢ poprawny model wybuchu epidemii?

o Jak mozna wykorzysta¢ ten model, aby poprawi¢ skutecznosé

interwenc]i?
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Rysunek: Cel modelowania epidemiologicznego w czasie rzeczywistym |

1. Zbieranie poczatkowych danych dotyczacych infekcji.

2. Zbudowanie modelu reprezentujgcego infekcje.

3. Symulacja numeryczna i przewidywanie przysztego rozwoju
epidemii.

4. Korekta modelu.

J. Banasiak Politechnika tédzka i Uniwersytet w Pretorii i Matematyka i epidemiologia



12% weekly PCR
~~~ weekly antigen

no mitigation
10%

8%
screening every 3 days

6%

4%

disease prevalence

2%

daily screening

0%
0 2 4 6 8 10 12 14 16
weeks after screening begins

Rysunek: Cel modelowania epidemiologicznego w czasie rzeczywistym ||

5. Badnie wptywu réznych srodkéw zaradczych na
rozprzestrzenianie sie infekcji.

6. Kontakt z sektorem medycznym.
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Jak zbudowa¢ poprawny model wybuchu epidemii?

o Typowy ksztatt krzywej opisujacej liczbe zachorowan /.
o Budowa prostych modeli epidemiologicznych.

@ Podstawowe pojecia epidemiologiczne: podstawowa liczba

reprodukcyjna Ry, odpornos¢ stadna.

o Proste uogélnienia modelu.
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Charakterystyczny ksztatt krzywej przebiegu jednej fali

epidemii
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Rysunek: Przebieg epidemii Covidu-19, dzumy i choroby dtoni, stép i

jamy ustnej.
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Rysunek: Grypa w angielskim internacie
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Budowanie prostego modelu epidemii

Etc.

Rysunek: Rozprzestrzenianie sie epidemii, gdy jeden zainfekowany zaraza

trzy osoby w jednostce czasu.

Liczba nowych infekcji dana jest za pomoca ciggu geometrycznego

I(t)=3%t=1,23,....
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Poréwnajmy ten model z danymi rzeczywistymi.
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Rysunek: Date obserwacyjne grypy w internacie (lewy wykres) i

poréwnanie ze wzrostem geometrycznym /(t) = 3% (prawy wykres).

Nie zachwycajace...

Model wymaga korekty poprzez uwzglednienie epidemiologicznych

aspektéw procesu.

J. Banasiak Politechnika tédzka i Uniwersytet w Pretorii i

Matematyka i epidemiologia



Co pominelismy w poprzednim modelu?

o Aby zakaza¢, zarazona osoba musi mie¢ kontakt z

niezarazonymi (podatnymi).

Budujemy model przedziatowy (kompartmentowy), aby obserwowaé
liczbe 0séb w réznych stadiach infekgji i ich wzajemny wptyw.
Najprostszym modelem jest model S, ktérym populacja podzielona

jest na grupe podatnych S i zarazajacych /.

A
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Sprébujmy zbudowaé model matematyczny odpowiadajacy
opisanemu powyzej schematowi. Bedzie sie on sktadat z dwéch
rownan opisujacy tempo zmian liczebnosci zbioréw S i /. Rozwazmy
chwile t i bliska jej chwile t + At. Wéwczas, uwzgledniajac
wytacznie zmiany spowodowane zarazeniami, otrzymujemy prawo

zachowania

S(t+ At) — S(t) = —liczba zarazen w czasie At

= —przecietna liczba zarazen At =: —A\(t)At.
Zaktadajac, ze funkcja S jest rézniczkowalna (!), otrzymujemy

S’ = —AS.
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Jak mozemy wyrazi¢ A? To zalezy od choroby i otoczenia. W
najprostszym przypadku, przyjmujemy, ze jeden zarazajacy moze
zarazi¢ czes¢ BB catej populacji w jednostce czasu. Wéwcezas A dana

jest za pomoca prawa dziatania masy,
N=BSI,

i, zaktadajac, ze kazdy zarazony staje sie od razu zakazny,

otrzymujemy
S'=-BSlI,
I"'=pSI.

Matematyka i epidemiologia
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Zwr6émy uwage, ze liczebno$¢ catej populacji NV jest dana wzorem
N=S+1I.
Dodajac stronami réwnania w (1), otrzymujemy
N'=(S+1) =0,

zatem w tym modelu populacja jest stata, N = K. Dzieki temu

S=K—11i(1) jest réwnowazne jednemu réwnaniu
I'=BI(K-1).

Jest to jedno z podstawowych réwnan dynamiki populacyjnej,
zwane réwnaniem logistycznym, ktérego rozwigzanie ma

charakterystyczny ksztatt
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Rysunek: Krzywa logistyczna.
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Sprébujmy dopasowa¢ te krzywa do danych obserwacyjnych.
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Rysunek: Krzywa logistyczna (kropkowana) i dane obserwacyjne.

Troche lepiej - nasz nowy model wychwytuje spowolnienie tempa

zachorowan, ale nie przewiduje spadku liczby nowych zarazen.

Musimy dokona¢ kolejnej korekty modelu, uwzgledniajac wiecej

faktéw z epidemiologii.
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Przypomnijmy, ze w modelu S/ zarazony osobnik pozostawat chory
i zakazny przez cate zycie. Wiekszo$¢ choréb, w szczegdlnoscei
grypa, ma inny przebieg i chorzy po krétkim okresie zakaznym
zdrowiejg i nabywaja odpornosci. Wprowadzamy zatem nowa klase -

zdrowych i odpornych R.

BSI vi

Schemat ten daje uktad réwnan

S'=—BSl,
I'=BSI—vl, (2)
R =vl.
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llustracja rozwiazania (2).
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Rysunek: Rozwigzanie (2)
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W modelu tym klasa / zmiejsza sie dzieki zdrowieniu chorych w
tempie v/, gdzie %jest przecietnym czasem trwania choroby.
Mozna to sobie uswiadomi¢, zauwazajac, ze jesli osobnik pozostaje
w jakims stanie przecietnie przez czas T, to prawdopodobienstwo,
ze opusci ten stan w jednostce czasu (czyli tempo opuszczania

1
stanu) wynosi +.
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Ponownie sprawdzmy, czy rozwigzanie mozna dopasowa¢ do

danych.
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Rysunek: Rozwigzanie /(t) z B =0.00218 i v = 0.44 (przeciety okres
infekcji 2.27 dnia) uktadu (2) i dane obserwacyjne.

Catkiem dobrze dla tak prostego modelu zawierajacego tylko jedna

dodatkowa klase osobnikéw, z nabyta odpornoscia, i dwa parametry.
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Zatem, chociaz model bazuje na wielu upraszczajacych zatozeniech:

@ populacja ma statg liczebno$¢ i jest jednorodna,

o kazde dwie osoby moga sie spotka¢ z tym samym

prawdopodobienstwem,
@ zarazony staje sie zakaznym natychmiast po zainfekowaniu,

@ nabyta odpornos¢ nie zanika w miare uptywu czasu,

moze opisywac ogélng postac infekgji i pozwala na dyskusje

podstawowych poje¢ epidemiologicznych.
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Podstawowe pojecia epidemiologiczne

Podstawowa liczba odtwarzania (podstawowy wskaznik reprodukgji)
Hy jest catkowity liczba zakazen spowodowang przez jedna osobe
zakazng w catkowicie podatnej populacji. W modelu SIR, %, to
tempo, w jakim zakaZny osobnik zaraza inne osoby, pomnozone

przez czas trwania okresu zakaznego, czyli

1
N-—.
=5 v

1
S(0)- =
=BS(0),
Zauwzmy, ze | rosnie, gdy BS(t) > v, i maleje, gdy BS(t) <V
czyli epidemia nie wybuchnie, jesli Zy < 1. Daje to wskazéwke,

jakie dziatania prewencyjne nalezy podjaé aby zapobiec epidemii.
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Choroby o réznych wartosciach %, powoduja epidemie o réznym

przebiegu.
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Rysunek: Przebieg epidemii z % = 3.77 (kolor szary), %y = 2.6
(pomaranczowy) i %o = 0.95 (niebieski).
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Odpornosc¢ stadna
Przez odpornosé stadng rozumiemy odpornos¢ populacji na wybuch
epidemii dzieki duzej liczbie uodpornionych osobnikéw. Pamietajac,
ze

1

‘%0 = BS(O) )

\%
widzimy, ze zwiekszanie liczby uodpornionych R w populacji o
statej liczebnosci prowadzi do zmniejszenia sie liczby podatnych S,
a zatem prowadzi do pojawienia sie odpornosci stadnej, gdy %o

stanie si¢ mniejsze od 1.
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Uogédlnienia
W wielu krajach pierwsza osoba w gospodarstwie domowym, ktéra
zostata zakazona Covidem-19 musiata odby¢ 7 dniowa

kwarantanne, zas wszystkie pozostate 14 dniowa. Dlaczego?

W modelu SIR przyjeliSmy nierealistyczne zatozenie, ze zakazony
osobnik natychmiast staje sie zakazny. W rzeczywistosci, po
zakazeniu nastepuje inkubacja patogenu trwajaca okoto 2 dni, za$
okres zakazny trwa okoto 5 dni. W czasie inkubacji patogenu,
zarazony osobnik nalezy do tak zwanej klasy narazonych (E),

ktérzy nie zarazajg jeszcze innych.
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Przyjmujac najbardziej pesymistyczny scenariusz, wykrycie choroby
moze nastapié zaraz po zarazeniu, wiec osoba ta przestaje by¢

zakazna po 7 dniach. Jesli jednak w 7 dniu zakazi cztonka rodziny,
to tenze przestanie by¢ zakazny po dodatkowych 7 dniach. Zatem
po 14 dniach od wykrycia zarazenia u pierwszego cztonka rodziny
nie me niebezpieczenstwa, ze ktokolwiek w rodzinie bedzie jeszcze

zakazny. Sytuacje te modelujemy za pomocg modelu SEIR.
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Rysunek: Kompartmenty w modelu SEIR

W dyskutowanym tutaj przypadku, z A = BSI,

S' = _BIS,
E'=pBIS—-oE,
(3)
I'=cE—vl,
R =vl.
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Rysunek: Poréwnanie modelu SIR (krzywa ciagta) i modelu SEIR (krzywa
kropkowana) dla takich samych parametréw: 1/v =5 days, %, =5,
1/0 =2 days, Ng = So = 10°. Wkitadka pokazuje poczatkowy wzrost

liczby os6b zakaznych.

J. Banasiak Politechnika tédzka i Uniwersytet w Pretorii i Matematyka i epidemiologia



Dalsze uogoélnienia — model SE/R z demografia
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Rysunek: Kompartmenty w modelu SEIR z demografia
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W tym przypadku

S'=B(N)—BIS—uS,
E'=BIS—0cE—UE,
I'=cE—vI—ul,

R'=vI—-uR,

gdzie B(N) jest tempem urodzin w catej populacji, zas u
wspétczynnikiem $miertelnosci (na osobe). Przyjelismy tutaj
najprostszy, tak zwany wyktadniczy, lub maltuzjaniski, model
$miertelnosci, czyli ze wspétczynnik u jest staty dla catej populacji i
nie zalezy od wieku. Oznacza to, ze kazdy ma te samg szanse na

zgon w kazdej chwili.
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Jesli przecietny czas zycia w populacji wynosi 70 lat, to
U= %[rok_l] = 0.000039[dzier’1_1] (wspétczynnik Swiatowy to
0.00775[rok '] = 0.00002125[dzien*]).

Aby zrozumie¢ B(N), zauwazmy, ze ostatnio wskaznik urodzen na

osobe na Swiecie wynosi
b =0.0173[rok '] = 0.0000474[dzien ],

zatem cata populacja rosnie w tempie ok. 1% rocznie.

Jesli wzrost populacji jest wyktadniczy (maltuzjanski), B(N) jest
dane wzorem

B(N)=b-N.
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Ogdlniej, b moze zaleze¢ od wielu innych czynnikéw, na przyktad

od samej populacji N, b= b(N). Przyktadem jest model logistyczny

B(N) = rN <1—g>,

gdzie r jest naturalnym wspétczynnikiem urodzin, K jest
pojemnoscia srodowiska, zas czynnik (1— ) opisuje zmniejszenie

sie wspotczynnika urodzin z powodu przeludnienia.

Zauwazmy, ze dodajac stronami réwnania w (4), otrzymujemy

prawo zachowania dla populacji bez infekgji

N' = B(N)—uN. (5)
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Podkreslmy, ze zgodnie z zatozeniem o jednorodnosci populacji,
wsp6tczynniki demograficzne b i 1 odnosza sie do kazdego

osobnika w populacji, niezaleznie od ptci.
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Wykorzystanie modeli matematycznych do wyboru $rodkéw
zaradczych w czasie epidemii

Rozwazmy prosty model SIS, ale z leczeniem,

M
s'=_psi+ 1
1—1—}’0/
vyM (6)
I'=BSI - I.
B 1—|—’}’0/

W powyzszym modelu, ¥ jest opisuje sprawnos¢ lekarza/pielegniarki
i jest odwrotnoscig przecietnego trwania konsultacji medycznej,
Y= "%/ T: przy pewnej statej 1o, zas M jest liczbg dostepnego

personelu medycznego.
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Pamietajac, ze %y liczymy dla catkowicie podatnej populacji

(I =0), widzimy, ze
_ BNT;
- pvM’

0
Celem jest zmniejszenie %, tak, aby sptaszczy¢ krzywa infekgji:
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Mozemy zatem:

Q zmniejszy¢ B, na przyktad uzywajac osobistych srodkéw
ochrony (obnizajac prawdopodobiefiswo zakazenia przez
kontakt) lub unikajac spotkan;

@ zmniejszy¢ N poprzez szczepienia, przez wybijanie (choroba
wsciektych kréw, afrykariski pomér swin), kwarantanna;

© skréci¢ czas konsultacji Ty poprzez lepsze szkolenie personelu
medycznego;

@ skréci¢ czas trwania choroby v™! ulepszajac lekarstwa;

O zwiekszy¢ liczbe personelu meducznego M.

Wzér na %y pozwala skwantyfikowaé zastosowanie powyzszych

Srodkéw | wybraé najbardziej efektywny.
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