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Nauki matematyczne

Celem nauk matematycznych jest zrozumienie praw natury poprzez

rozumowanie symboliczne i operowanie abstrakcyjnymi strukturami.

Zatem w naukach matematycznych staramy si¦:
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odkry¢ i zanalizowa¢ zwi¡zki pomi¦dzy tymi abstrakcyjnymi

strukturami (matematyka �czysta�),

zrozumie¢ mo»liwie liczne cechy ±wiata zewn¦trznego

dopasowuj¡c je do badanych struktur abstrakcyjnych poprzez

modelowanie matematyczne, ich analiz¦ oraz przeformuªowanie

w sposób zrozumiaªy dla komputerów, oraz wykorzystanie

wyników oblicze« numerycznych do interpretacji i

przewidywania ±wiata zewn¦trznego (matematyka stosowana),

wnioskowa¢ o wªasno±ciach ±wiata rzeczywistego na podstawie

danych obserwacyjnych u»ywaj¡c abstrakcyjnych struktur i

argumentacji, wypracowanych powy»ej (statystyka

matematyczna, uczenie maszynowe).

J. Banasiak Politechnika �ódzka i Uniwersytet w Pretorii i Matematyka i epidemiologia



Dla jakichkolwiek zastosowa« matematyki kluczowym zagadnieniem

jest sposób, w jaki nasz wewn¦trzny aparat poznawczy jest

poª¡czony ze ±wiatem zewn¦trznym. Zatem poj¦cie modelowania

matematycznego jest centralym poj¦ciem w matematyce

stosowanej. Pami¦tajmy:

matematyka zawsze odpowiada na pytania o modelu, a nie o

±wiecie zewn¦trznym.

Zatem to, co matematyka mówi o ±wiecie zewn¦trznym zale»y

wyª¡cznie od tego, jak dobrze jest on reprezentowany przez model

matematyczny.
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Czyli matematyka jest

w najgorszym przypadku, j¦zykiem nauki,

a w najlepszym, szóstym zmysªem, pomostem pomi¦dzy

naszym umysªem a wszech±wiatem.

Innymi sªowy, poszukujemy odpowiedzi na pytanie, czy dzi¦ki

matematyce nasz umysª mo»e przekroczy¢ granice wyznaczone

przez zmysªy, konstruuj¡c obiekty my±lowe maj¡ce swoje

odpowiedniki we wszech±wiecie, a niedost¦pne bezpo±rednio dla

zmysªów, i czy mo»emy w wiarygodny sposób u»ywa¢ tych obiektów

do przewidywania zdarze«, które mog¡ by¢ bezpo±rednio

wery�kowane.
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Podstawy modelowania matematycznego.

Jak mówili±my wcze±niej, modelem matematycznym nazywamy

abstrakcyjny obiekt, cz¦sto równanie, które opisuje w sposób

ilo±ciowy zachowanie okre±lonych obiektów i, idealnie, umo»liwia

prognozowanie ich zachowa«.

Innymi sªowy, model matematyczny to matematyczna reprezentacja

naszej wizji ±wiata zewn¦trznego (b¡d¹ jego fragmentu)

umo»liwiaj¡ca przewidywanie zachodz¡cych w nim zmian.
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Przyroda,

spoªecze«stwo

lub technologia

Matematyka czysta

Model

Abstrahowanie

Analiza

Obliczenia

Porównanie
z danymiPoprawki

Jeste±my z tego ±wiata i »adna idea nie powstaje caªkowicie w nas,

bez odniesie« do ±wiata zewn¦trznego (Ch.Shastri, AMS Notices).
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Pami¦tajmy, »e

Modelowanie matematyczne to nie matematyka � nie mo»na

udowodni¢, »e dany model jest poprawny.

Tak naprawd¦,

Ka»dy model jest bª¦dny; pytaniem praktycznym jest, jak

bª¦dny musi on by¢, aby przestaª by¢ u»yteczny.
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Modelowanie epidemii�podstawowe pytania

Jak zbudowa¢ poprawny model wybuchu epidemii?

Jak mo»na wykorzysta¢ ten model, aby poprawi¢ skuteczno±¢

interwencji?
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Rysunek: Cel modelowania epidemiologicznego w czasie rzeczywistym I

1. Zbieranie pocz¡tkowych danych dotycz¡cych infekcji.

2. Zbudowanie modelu reprezentuj¡cego infekcj¦.

3. Symulacja numeryczna i przewidywanie przyszªego rozwoju

epidemii.

4. Korekta modelu.
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Rysunek: Cel modelowania epidemiologicznego w czasie rzeczywistym II

5. Badnie wpªywu ró»nych ±rodków zaradczych na

rozprzestrzenianie si¦ infekcji.

6. Kontakt z sektorem medycznym.
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Jak zbudowa¢ poprawny model wybuchu epidemii?

Typowy ksztaªt krzywej opisuj¡cej liczb¦ zachorowa« I .

Budowa prostych modeli epidemiologicznych.

Podstawowe poj¦cia epidemiologiczne: podstawowa liczba

reprodukcyjna R0, odporno±¢ stadna.

Proste uogólnienia modelu.
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Charakterystyczny ksztaªt krzywej przebiegu jednej fali

epidemii

Rysunek: Przebieg epidemii Covidu-19, d»umy i choroby dªoni, stóp i

jamy ustnej.
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Rysunek: Grypa w angielskim internacie
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Budowanie prostego modelu epidemii

Etc.

Rysunek: Rozprzestrzenianie si¦ epidemii, gdy jeden zainfekowany zara»a

trzy osoby w jednostce czasu.

Liczba nowych infekcji dana jest za pomoc¡ ci¡gu geometrycznego

I (t) = 3t , t = 1,2,3, . . . .
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Porównajmy ten model z danymi rzeczywistymi.
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Rysunek: Date obserwacyjne grypy w internacie (lewy wykres) i

porównanie ze wzrostem geometrycznym I (t) = 3t (prawy wykres).

Nie zachwycaj¡ce...

Model wymaga korekty poprzez uwzgl¦dnienie epidemiologicznych

aspektów procesu.
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Co pomin¦li±my w poprzednim modelu?

Aby zaka»a¢, zara»ona osoba musi mie¢ kontakt z

niezara»onymi (podatnymi).

Budujemy model przedziaªowy (kompartmentowy), aby obserwowa¢

liczb¦ osób w ró»nych stadiach infekcji i ich wzajemny wpªyw.

Najprostszym modelem jest model SI, którym populacja podzielona

jest na grup¦ podatnych S i zara»aj¡cych I .

S
Λ

I
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Spróbujmy zbudowa¢ model matematyczny odpowiadaj¡cy

opisanemu powy»ej schematowi. B¦dzie si¦ on skªadaª z dwóch

równa« opisuj¡cy tempo zmian liczebno±ci zbiorów S i I . Rozwa»my

chwil¦ t i blisk¡ jej chwil¦ t+∆t. Wówczas, uwzgl¦dniaj¡c

wyª¡cznie zmiany spowodowane zara»eniami, otrzymujemy prawo

zachowania

S(t+∆t)−S(t) =−liczba zara»e« w czasie∆t

=−przeci¦tna liczba zara»e«∆t =:−Λ(t)∆t.

Zakªadaj¡c, »e funkcja S jest ró»niczkowalna (!), otrzymujemy

S ′ =−ΛS .
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Jak mo»emy wyrazi¢ Λ? To zale»y od choroby i otoczenia. W

najprostszym przypadku, przyjmujemy, »e jeden zara»aj¡cy mo»e

zarazi¢ cz¦±¢ β caªej populacji w jednostce czasu. Wówczas Λ dana

jest za pomoc¡ prawa dziaªania masy,

Λ = βSI ,

i, zakªadaj¡c, »e ka»dy zara»ony staje si¦ od razu zaka¹ny,

otrzymujemy

S ′ =−βSI ,

I ′ = βSI .
(1)
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Zwró¢my uwag¦, »e liczebno±¢ caªej populacji N jest dana wzorem

N = S+ I .

Dodaj¡c stronami równania w (1), otrzymujemy

N ′ = (S+ I )′ = 0,

zatem w tym modelu populacja jest staªa, N = K . Dzi¦ki temu

S = K − I i (1) jest równowa»ne jednemu równaniu

I ′ = β I (K − I ).

Jest to jedno z podstawowych równa« dynamiki populacyjnej,

zwane równaniem logistycznym, którego rozwi¡zanie ma

charakterystyczny ksztaªt
J. Banasiak Politechnika �ódzka i Uniwersytet w Pretorii i Matematyka i epidemiologia



2 4 6 8 10 12 14

100

200

300

400

500

600

Rysunek: Krzywa logistyczna.
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Spróbujmy dopasowa¢ t¦ krzyw¡ do danych obserwacyjnych.
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Rysunek: Krzywa logistyczna (kropkowana) i dane obserwacyjne.

Troch¦ lepiej - nasz nowy model wychwytuje spowolnienie tempa

zachorowa«, ale nie przewiduje spadku liczby nowych zara»e«.

Musimy dokona¢ kolejnej korekty modelu, uwzgl¦dniaj¡c wi¦cej

faktów z epidemiologii.
J. Banasiak Politechnika �ódzka i Uniwersytet w Pretorii i Matematyka i epidemiologia



Przypomnijmy, »e w modelu SI zara»ony osobnik pozostawaª chory

i zaka¹ny przez caªe »ycie. Wi¦kszo±¢ chorób, w szczególno±ci

grypa, ma inny przebieg i chorzy po krótkim okresie zaka¹nym

zdrowiej¡ i nabywaj¡ odporno±ci. Wprowadzamy zatem now¡ klas¦ -

zdrowych i odpornych R .

S
βSI

I
ν I

R

Schemat ten daje ukªad równa«

S ′ =−βSI ,

I ′ = βSI −ν I ,

R ′ = ν I .

(2)
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Ilustracja rozwi¡zania (2).
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Rysunek: Rozwi¡zanie (2)
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W modelu tym klasa I zmiejsza si¦ dzi¦ki zdrowieniu chorych w

tempie ν I , gdzie 1

ν
jest przeci¦tnym czasem trwania choroby.

Mo»na to sobie u±wiadomi¢, zauwa»aj¡c, »e je±li osobnik pozostaje

w jakim± stanie przeci¦tnie przez czas T , to prawdopodobie«stwo,

»e opu±ci ten stan w jednostce czasu (czyli tempo opuszczania

stanu) wynosi 1

T .
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Ponownie sprawd¹my, czy rozwi¡zanie mo»na dopasowa¢ do

danych.
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Rysunek: Rozwi¡zanie I (t) z β = 0.00218 i ν = 0.44 (przeci¦ty okres

infekcji 2.27 dnia) ukªadu (2) i dane obserwacyjne.

Caªkiem dobrze dla tak prostego modelu zawieraj¡cego tylko jedn¡

dodatkow¡ klas¦ osobników, z nabyt¡ odporno±ci¡, i dwa parametry.
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Zatem, chocia» model bazuje na wielu upraszczaj¡cych zaªo»eniech:

populacja ma staª¡ liczebno±¢ i jest jednorodna,

ka»de dwie osoby mog¡ sie spotka¢ z tym samym

prawdopodobie«stwem,

zara»ony staje si¦ zaka¹nym natychmiast po zainfekowaniu,

nabyta odporno±¢ nie zanika w miar¦ upªywu czasu,

mo»e opisywa¢ ogóln¡ posta¢ infekcji i pozwala na dyskusj¦

podstawowych poj¦¢ epidemiologicznych.

J. Banasiak Politechnika �ódzka i Uniwersytet w Pretorii i Matematyka i epidemiologia



Podstawowe poj¦cia epidemiologiczne

Podstawowa liczba odtwarzania (podstawowy wska¹nik reprodukcji)

R0 jest caªkowit¡ liczb¡ zaka»e« spowodowan¡ przez jedn¡ osob¦

zaka¹n¡ w caªkowicie podatnej populacji. W modelu SIR , R0 to

tempo, w jakim zaka¹ny osobnik zara»a inne osoby, pomno»one

przez czas trwania okresu zaka¹nego, czyli

R0 = βS(0) · 1
ν
= βN · 1

ν
.

Zauw»my, »e I ro±nie, gdy βS(t)> ν , i maleje, gdy βS(t)< ν ,

czyli epidemia nie wybuchnie, je±li R0 < 1. Daje to wskazówk¦,

jakie dziaªania prewencyjne nale»y podj¡¢ aby zapobiec epidemii.
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Choroby o ró»nych warto±ciach R0 powoduj¡ epidemie o ró»nym

przebiegu.
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Rysunek: Przebieg epidemii z R0 = 3.77 (kolor szary), R0 = 2.6

(pomara«czowy) i R0 = 0.95 (niebieski).

J. Banasiak Politechnika �ódzka i Uniwersytet w Pretorii i Matematyka i epidemiologia



Odporno±¢ stadna

Przez odporno±¢ stadn¡ rozumiemy odporno±¢ populacji na wybuch

epidemii dzi¦ki du»ej liczbie uodpornionych osobników. Pami¦taj¡c,

»e

R0 = βS(0) · 1
ν
,

widzimy, »e zwi¦kszanie liczby uodpornionych R w populacji o

staªej liczebno±ci prowadzi do zmniejszenia si¦ liczby podatnych S ,

a zatem prowadzi do pojawienia si¦ odporno±ci stadnej, gdy R0

stanie si¦ mniejsze od 1.
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Uogólnienia

W wielu krajach pierwsza osoba w gospodarstwie domowym, która

zostaªa zaka»ona Covidem-19 musiaªa odby¢ 7 dniow¡

kwarantann¦, za± wszystkie pozostaªe 14 dniow¡. Dlaczego?

W modelu SIR przyj¦li±my nierealistyczne zaªo»enie, »e zaka»ony

osobnik natychmiast staje si¦ zaka¹ny. W rzeczywisto±ci, po

zaka»eniu nast¦puje inkubacja patogenu trwaj¡ca okoªo 2 dni, za±

okres zaka¹ny trwa okoªo 5 dni. W czasie inkubacji patogenu,

zara»ony osobnik nale»y do tak zwanej klasy nara»onych (E ),

którzy nie zara»aj¡ jeszcze innych.
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Przyjmuj¡c najbardziej pesymistyczny scenariusz, wykrycie choroby

mo»e nast¡pi¢ zaraz po zara»eniu, wi¦c osoba ta przestaje by¢

zaka¹na po 7 dniach. Je±li jednak w 7 dniu zakazi czªonka rodziny,

to ten»e przestanie by¢ zaka¹ny po dodatkowych 7 dniach. Zatem

po 14 dniach od wykrycia zara»enia u pierwszego czªonka rodziny

nie me niebezpiecze«stwa, »e ktokolwiek w rodzinie b¦dzie jeszcze

zaka¹ny. Sytuacj¦ t¦ modelujemy za pomoc¡ modelu SEIR .
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Rysunek: Kompartmenty w modelu SEIR

W dyskutowanym tutaj przypadku, z Λ = βSI ,

S ′ =−β IS ,

E ′ = β IS−σE ,

I ′ = σE −ν I ,

R ′ = ν I .

(3)
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Rysunek: Porównanie modelu SIR (krzywa ci¡gªa) i modelu SEIR (krzywa

kropkowana) dla takich samych parametrów: 1/ν = 5 days, R0 = 5,

1/σ = 2 days, N0 = S0 = 106. Wkªadka pokazuje pocz¡tkowy wzrost

liczby osób zaka¹nych.
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Dalsze uogólnienia � model SEIR z demogra�¡

µS

SB(N) E
λS

µE

σE
I

µI

ν I
R

µR

Rysunek: Kompartmenty w modelu SEIR z demogra�¡
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W tym przypadku

S ′ = B(N)−β IS−µS ,

E ′ = β IS−σE −µE ,

I ′ = σE −ν I −µI ,

R ′ = ν I −µR,

(4)

gdzie B(N) jest tempem urodzin w caªej populacji, za± µ

wspóªczynnikiem ±miertelno±ci (na osob¦). Przyj¦li±my tutaj

najprostszy, tak zwany wykªadniczy, lub maltuzja«ski, model

±miertelno±ci, czyli »e wspóªczynnik µ jest staªy dla caªej populacji i

nie zale»y od wieku. Oznacza to, »e ka»dy ma t¦ sam¡ szans¦ na

zgon w ka»dej chwili.
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Je±li przeci¦tny czas »ycia w populacji wynosi 70 lat, to

µ = 1

70
[rok−1] = 0.000039[dzie«−1] (wspóªczynnik ±wiatowy to

0.00775[rok−1] = 0.00002125[dzie«−1]).

Aby zrozumie¢ B(N), zauwa»my, »e ostatnio wska¹nik urodze« na

osob¦ na ±wiecie wynosi

b = 0.0173[rok−1] = 0.0000474[dzie«−1],

zatem caªa populacja ro±nie w tempie ok. 1% rocznie.

Je±li wzrost populacji jest wykªadniczy (maltuzja«ski), B(N) jest

dane wzorem

B(N) = b ·N.
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Ogólniej, b mo»e zale»e¢ od wielu innych czynników, na przykªad

od samej populacji N, b = b(N). Przykªadem jest model logistyczny

B(N) = rN

(
1− N

K

)
,

gdzie r jest naturalnym wspóªczynnikiem urodzin, K jest

pojemno±ci¡ ±rodowiska, za± czynnik
(
1− N

K

)
opisuje zmniejszenie

si¦ wspóªczynnika urodzin z powodu przeludnienia.

Zauwa»my, »e dodaj¡c stronami równania w (4), otrzymujemy

prawo zachowania dla populacji bez infekcji

N ′ = B(N)−µN. (5)
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Podkre±lmy, »e zgodnie z zaªo»eniem o jednorodno±ci populacji,

wspóªczynniki demogra�czne b i µ odnosz¡ si¦ do ka»dego

osobnika w populacji, niezale»nie od pªci.
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Wykorzystanie modeli matematycznych do wyboru ±rodków

zaradczych w czasie epidemii

Rozwa»my prosty model SIS , ale z leczeniem,

S ′ =−βSI +
νγM

1+ γ0I
I ,

I ′ = βSI − νγM

1+ γ0I
I .

(6)

W powy»szym modelu, γ jest opisuje sprawno±¢ lekarza/piel¦gniarki

i jest odwrotno±ci¡ przeci¦tnego trwania konsultacji medycznej,

γ = γ0/Tt przy pewnej staªej γ0, za± M jest liczb¡ dost¦pnego

personelu medycznego.
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Pami¦taj¡c, »e R0 liczymy dla caªkowicie podatnej populacji

(I = 0), widzimy, »e

R0 =
βNTt

γ0νM
.

Celem jest zmniejszenie R0 tak, aby spªaszczy¢ krzyw¡ infekcji:
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Mo»emy zatem:

1 zmniejszy¢ β , na przykªad u»ywaj¡c osobistych ±rodków

ochrony (obni»aj¡c prawdopodobie«swo zaka»enia przez

kontakt) lub unikaj¡c spotka«;

2 zmniejszy¢ N poprzez szczepienia, przez wybijanie (choroba

w±ciekªych krów, afryka«ski pomór ±wi«), kwarantanna;

3 skróci¢ czas konsultacji Tt poprzez lepsze szkolenie personelu

medycznego;

4 skróci¢ czas trwania choroby ν−1 ulepszaj¡c lekarstwa;

5 zwiekszy¢ liczb¦ personelu meducznego M.

Wzór na R0 pozwala skwanty�kowa¢ zastosowanie powy»szych

±rodków i wybra¢ najbardziej efektywny.
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