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Matematyka uzyteczna jest piekna,

a piekna matematyka jest uzyteczna...




Na rysunku widzimy pierwiastki (miejsca zerowe) wielomianéw Littlewooda,

tzn. wielomianéw postaci
L(z)=#1+z+22+£23+..+2", z€C,

czyli wielomianéw, ktérych wspétczynniki sa réwne 1 lub —1, a wiec rozwia-
zania zespolone réwnania
L(z)=0.




The universe is governed by science.
But science tells us that we can't
solve the equations, directly in the

abstract.

— Stephen K,

Wszech$wiatem rzadzi nauka. Jednak nauka méwi nam, Zze nie mozemy rozwigzywa¢c
réwnan bezposrednio w abstrakcji.




Kwadratura kota

Sonstruowaé x takie, aby pole kwadratu o boku x byfo réwne polu kota o
promieniu r.
2 =

tatwo (?) znalezé x: x2 =mr?, wiec




1. Dla x>2r pole kwadratu jest wieksze od pola kota.
2. Dla x < r pole kwadratu jest mniejsze od pola kota.

Pole kwadratu zmienia sie: jest mniejsze niz pole kota, a potem wieksze. A

zatem...

Whiosek (Bryson 200 p.n.e): Znajdzie sie r < x < 2r dla ktérego pola kwa-

dratu i kota s3 réwne
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Przechodzac $ciezka z punktu A do punktu B musimy przeciaé linie

Czy rzeczywiscie musimy?

TAK — pod warunkiem, ze $ciezka jest ciagta.
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Mamy ciagta funkcje f :[a,b] = R i f(a) < w < f(b). Wtedy istnieje taka
liczba x € (a,b), ze f(x)=w.
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Fx)=2-x2, f(0)=2>w=1 oraz w=1>f(2) = f(—2) =—2.

Z twierdzenie Bolzano wynika, ze w przedziatach (—2,0) i (0,2) znajduja sie
rozwigzania réwnania f(x)=1.




Czy réwnania

maja rozwigzanie?

3—x=loga(x+4), 2*=3=(x—6)"—4




Czy réwnania
3—x=logy(x+4), 2*—3=(x—6)%—4

maja rozwiazanie?
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Oznaczamy f(x) = logz(x +4), g(x) =3—x. Mamy
f(=3)=0<=6=g(-3). f(4)=3>—-1=g(4).

Stad istnieje rozwigzanie réwnania 3—x =logy(x +4) lezace pomiedzy —3 i 4.

Rozwigzujemy réwnania



by¢ ciagta.

Co to znaczy, ze funkcja jest ciagta?

Zeby twierdzenie Bolzano ,zadziatato”, to funkcja o ktérej mowa powinna

v

Funkgja jest ciagta

Ciagtos¢ oznacza, ze gdy x zbliza sie do
a, to wartosci f(x) zblizaja sie do f(a)

Symbolicznie
lim f(x) = f(a)

Jej wykres mozna narysowac ,nie odrywajac pisaka od kartki papieru”
=] = DAy
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Zeby twierdzenie Bolzano ,zadziatato”, to funkcja o ktérej mowa powinna
by¢ ciagta.

Co to znaczy, ze funkcja jest ciagta?
7
y Funkgja jest ciagta
Ciagtos¢ oznacza, ze gdy x zbliza sie do
vt a, to wartosci f(x) zblizaja sie do f(a)

Symbolicznie
lim f(x) = f(a)

x*a

F
a
Jej wykres mozna narysowac ,,nie odrywajac pisaka od kartki papieru”




[ Ta definicja nie jest ,matematyczna”, co wiecej: nie jest poprawna.
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Rozwigzujemy réwnania



Bernard Bolzano

Bolzano, jako pierwszy zdefiniowat ciagtos¢ funkgcji, co pozwolito na w petni
Sciste i precyzyjne zrozumienie tej wtasnosci funkgcji i na udowodnienie ww.

twierdzenia.

W dalszym ciagu bede méwic tylko o funkcjach ciagtych.




f(x)=x.

Dla funkcji y = f(x), x € [a,b], nalezy znalez¢ punkt staty, tzn. taki X, ze

y=fix)

Widzimy, ze f(a)>a, f(b) < b, wiec dla g(x)=f(x)—x zachodzi g(a)>0i g(b) <0,
czyli istnieje X, ze g(X) =0 & f(X)=x.
=] = DAy
' W.Kryszewski  Rozwiazujemy réwnania
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Kilka stéw o funkcjach wektorowych dwéch zmiennych

¥, =F00%)
¥o=f0¢.%)
f0)= f0q,3:)=(y .¥,) =y
f=(f, f)

Niech D cR? :={(x1,x2) : x1,%2}, f = (f1,2): D—R2,
gdzie f1,f>: D —R.

N



Twierdzenie L. Brouwera (1910) na ptaszczyznie:

Niech D ={(x,y):x?>+y2<r} (D jest kotem
o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu r) i f:D—D

funkcja ciagta. Wtedy istnieje takie a€ D, ze f(a)=a.

¥
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Koto mozna zastapi¢ dowolnym zbiorem wypuktym, a ptaszczyzne przestrzenia

n-wymiarowa.




Twierdzenie Borsuka-Ulama

Twierdzenie Brouwera wynika z ogélniejszego, lecz nieco tajemniczego twierdzenie

Borsuka (tu w wersji Borsuka-Ulama)

Karol Borsuk i Stanistaw Ulam

Twierdzenie Borsuka-Ulama (1932)

Niech S ={(x,y):x?+y2 =1} (S jest okregiem na ptaszczyznie) i f:S—R
funkcja ciagta. Wtedy istnieje taki a€ S, ze f(a) =f(—a).




Na dowolnej mapie narysujmy dowolny okrag (maty lub duzy) i kazdemu
punktowi na tym okresu przypiszmy temperature, ktéra panuje w odpowia-
dajacym mu punkcie na Ziemi. Wtedy znajdzie sie taki punkt a na okregu,
w ktérym temperatura jest taka sama, jak w punkcie ,,antypodycznym".

lzoterma - zbidr punktdw o tej same temperaturze

Ma okregu istnigjg dwa
punkty antypodyczne, w
ktdrych temperatura jest
taka sam




Twierdzenie Borsuka jest réwniez prawdziwe dla wyzszych wymiaréw. W

szczegélnosci (dla wymiaru 2) wynika z niego nastepujacy zabawny fakt:

Na powierzchni kuli ziemskiej istnieje para punktéw antypodycznych, w kté-

rych temperatura i ci$nienie s3 takie same.




Twierdzenie o kanapce z szynka
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Problem nr 123. H. Steinhausa z Ksiegi Szkockiej

e T

Dane s3 w przestrzewni 3-wymairowej zbiory A;, Ay, A3 o skonczonej mie-
rze Lebesgue'a (czyli objetosci). Czy istnieje ptaszczyzna dzielaca kazdy ze
zbioréw A;, Az, As na czesci o réwnej mierze (objetosci)? To samo dla n

zbioréw w przestrzeni n-wymiarowej.

Pozytwna odpowiedz: S. Banach poprzez redukcje do twierdzenie Borsuka-Ulama




Mozna przekroié nozem kanapke na dwie réwne czeéci (majace tyle samo szynki)

.Kanapka” w wersji 2-wymiarowej: znajdzie sie prosta, ktéra dzieli Ameryke Ptd. i Afryke na
czesci o réwnych polach powierzchni



~Fryzjerskie" twierdzenie o zaczesaniu

Przypusémy, ze na sferze (powierzchni kuli w przestrzeni 3-wymiarowej) ro-
sng wtosy (matematycznie: dane jest pole wektorowe: w kazdym punkcie
zadany jest wektor). Czy mozna te ,fryzure” uczesa¢, tzn. spowodowaé, aby

kazdy wtos by styczny do sfery?




NIE! Zawsze powstanie ,kogucik”; twierdzenie Poincaré-Hopfa

Rozwigzujemy réwnania
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Jesli (X, d) jest zupetna przestrzenia metrycznga (np. zbiorem liczb rzeczywi-
stych, odcinkiem, ptaszczyzng, itp.), f: X — X kontrakcja, tzn. dla dowol-
nych x,y € X,

d(F(x), F(y)) < kd(x,y)

(tzn. odlegtos¢é pomiedzy obrazami punktéw jest mniejsza niz odlegtosé mie-
dzy punktami), to f ma doktadnie jeden punkt staty.

Twierdzenie Banacha jest bardzo ogdlne: rozmaite przestrzenie
wystepujace w matematyce s3 przestrzeniami metrycznymi
(mozna w nich okresli¢ pojecie odlegtosci) zupetnymi,

ale zatozenie dotyczace , kontraktywnosci” jest dos¢ silne,

co czyni twierdzenie Banacha do$¢ sztywnym w zastosowaniach.

Stefan Banach




Twierdzenie Poincaré-Mirandy; ponownie réwnanie f(x) =0, ale w
wyzszych wymiarach

Twierdzenie Brouwera Borsuka s3 prawdziwe w wyzszych wymiarach. A co z

twierdzeniem Bolzano?

Henri Poincaré i Carlo Miranda




Rozwazamy sytuacje, w ktérej:
e f: D —R2, dziedzina D jest prostokatem;

o f=(f1,f) oraz

- funkcja fi przyjmuje wartosci ujemne na lewym boku i dodatnie na prawym boku
prostokata;

- funkcja £ przyjmuje wartosci ujemne na dolnym boku i dodatnie na gérnym

boku prostokata.

f1<0 ':1’”O




Tw. Bolzano: rézne znaki

Twierdzenie Poincare-Mirandy:
na koricach przedziastu

(+)
(=)——() (=)

(+)

(=)

tzn.

W opisanej sytuacji istnieje taki punkt X = (%1,%2) € D, ze f(x)=0=(0,0),

f1(X1,%2) =0 oraz f(%1,%2) =0.




Dziekuje za uwage

o < = - z 9ac



Dziekuje za uwage

o < = - z 9ac



Twoj stot sie chwigje ... Co zrobic?
-

Po prostu obroc go az

znajdziesz dobre potozenie

Dlaczego jest to dobre rozwigzanie problemu ?
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Zadanie 2

W pewnym momencie podczas okreznej
podrozy znajdziesz sie doktadnie na tej
samej wysokosci, co na poczatku. CZEMU?

O ile nie wystartujesz z najwyzszego punktu



Zadanie 3

Jesli podazasz po okragtej sciezce... gdzies na tym okregu znajda sie
punkty, ktére beda: doktadnie naprzeciw siebie i na tej samej
wysokosci.

Dlaczego ?

P rm—



Zadanie 4.

Niech f:[0,2] = R bedzie funkcja ciagta taka, ze £(0) = f(2). Pokaza¢, ze wykres f
ma cieciwe o dtugosci 1.

Zadanie 5.

Przypusémy, ze funkcja f:R—R jest ciagta i okresowa o okresie T >0. Pokaza¢, ze
istnieje taki punkt xp €R, ze f(xp) = f(xo + %)

Zadanie 6.

Zatézmy, ze funkcja f:[0,2] = R jest ciagta oraz f(0) =1(2). Pokaza¢, ze znajda sie
takie punkty x1,x2 €[0,2], ze xo—x3 =11 f(x1)="f(x2).




Zadanie 7.

Poda¢ przyktad funkcji ciagtej f : R — R, ktéra kazda swoja wartos¢ przyjmuje
doktadnie 3 razy. Czy istnieje funkcja ciagta f:R— R, ktéra kazda swoja wartosé

przyjmuje doktadnie dwa razy?

Zadanie 8.

Przypusé¢my, ze f:[0,1] =R spetnia f(0)f(1) <0 oraz istnieje ciggta funkcja
g:[0,1] =R taka, ze f + g jest funkcja (Scisle) malejaca. Pokazaé, ze f ma miejsce

zerowe.




