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Równania rekurencyjne rz¦du 1

W ekonomii, ale równie» w biologii, cz¦sto chcemy przewidzie¢ stan w
przyszªo±ci gospodarki, �rmy, grupy zwierz¡t bazuj¡c na obserwacjach
aktualnego stanu gospodarki/�rmy/grupy zwierz¡t. Co istotne w
prezentowanym podej±ciu obserwacja (przewidywany stan) nast¦puje w
chwili n = 0, 1, 2, . . ., gdzie czas liczymy w dniach, tygodniach,
miesi¡cach, czy latach. W najprostszej sytuacji stan w momencie n + 1
zale»y od stanu gospodarki/�rmy/grupy zwierz¡t w chwili n i relacja
wyra»a si¦ równaniem rekurencyjnym rz¦du 1 postaci:

xn+1 = f (xn), n ∈ N0.
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Równania rekurencyjne rz¦du 1

Wprowad¹my oznaczenia N zbiór liczb naturalnych, przyjmuj¡c, »e
najmniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ jest 1 oraz N0 := N ∪ {0}.
Zastanówmy si¦, jakie s¡ minimalne zaªo»enia, aby równanie rekurencyjne
rz¦du 1

xn+1 = f (xn), n ∈ N0.

byªo poprawnie okre±lone i miaªo rozwi¡zanie jednoznacznie okre±lone?

Startuj¡c z punktu x0 mo»emy wygenerowa¢ ci¡g

x0, f (x0), f (f (x0)), f (f (f (x0))), . . .

o ile f (x0) oraz zªo»enia f (f (x0)), f (f (f (x0))), . . . maj¡ sens.
Zakªadaj¡c, »e zªo»enia maj¡ sens, to kªad¡c f 2(x0) := f (f (x0)),
f 3(x0) := f (f 2(x0)), f

n+1(x0) := f (f n(x0)) powy»sze mo»emy zapisa¢

xn+1 = f (xn) = f n+1(x0).
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Równania rekurencyjne rz¦du 1

Niech X dowolny zbiór, f : X → X , x0 ∈ X , wówczas zagadnienie{
xn+1 = f (xn), n ∈ N0

x0 ∈ X

posiada jednoznaczne rozwi¡zanie postaci

xn = f n(x0), n ∈ N0.

Zapami¦tajmy, »e aby równanie rekurencyjne rz¦du 1 byªo poprawnie
okre±lone i miaªo jednoznaczne rozwi¡zanie, to musimy zna¢ zale»no±¢
xn+1 = f (xn), f : X → X oraz musimy zna¢ punkt startu x0.
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Równania rekurencyjne, a równania ró»nicowe rz¦du 1

Ka»de równanie rekurencyjne rz¦du 1

xn+1 = f (xn), n ∈ N0

mo»na zapisa¢ jako równanie ró»nicowe rz¦du 1

∆xn = g(xn), n ∈ N0

gdzie ∆xn := xn+1 − xn oraz g(x) := f (x)− x .
Równanie ró»nicowe mo»na traktowa¢ jako dyskretyzacj¦ równania
ró»niczkowego

x ′ = g(x).
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Liniowe równania rekurencyjne rz¦du 1

Niech (an)n∈N0 , (bn)n∈N0 b¦d¡ ci¡gami rzeczywistymi oraz an ̸= 0, dla
n ∈ N0.
Jednorodnym równaniem liniowym rekurencyjnym rz¦du 1 nazywamy
równanie postaci

xn+1 = anxn, n ∈ N0.

Niejednorodnym równaniem liniowym rekurencyjnym rz¦du 1 nazywamy
równanie postaci

xn+1 = anxn + bn, n ∈ N0.
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Liniowe równania rekurencyjne rz¦du 1

Jednoznacznym rozwi¡zaniem zagadnienia pocz¡tkowego{
xn+1 = anxn, n ∈ N0

x0 ∈ R

jest

xn =

(
n−1∏
i=0

ai

)
x0.

Istotnie, zauwa»my, »e

x1 = a0x0, x2 = a1x1 = a1a0x0, xn = an−1xn−1 = an−1an−2 · . . . ·a0x0.
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Liniowe równania rekurencyjne rz¦du 1 o staªych

wspóªczynnikach

Niejednorodnym równaniem liniowym rekurencyjnym rz¦du 1 o staªych
wspóªczynnikach nazywamy równanie postaci

xn+1 = axn + b, n ∈ N0,

gdzie a, b ∈ R, a ̸= 0.
Wszystkie rozwi¡zania powy»szego równania tworz¡ jednoparametryczn¡
rodzin¦ postaci

xn = c · an + b

(
an − 1

a− 1

)
, gdy a ̸= 1

lub
xn = c + bn, gdy a = 1,

gdzie c jest dowoln¡ staª¡ rzeczywist¡.
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Przykªad 1

Lek jest podawany raz na cztery godziny. Niech D(n) oznacza ilo±¢ leku
w krwi na pocz¡tku n-tego przedziaªu. Organizm usuwa 25% leku w
ci¡gu ka»dego przedziaªu. Zakªadaj¡c, »e zawsze podajemy 2 jednostki
leku wyznaczy¢ D(n) oraz lim

n→∞
D(n).

Na pocz¡tku budujemy równanie rekurencyjne. Ilo±¢ leku w organizmie na
pocz¡tku okresu n + 1 jest równa sumie nowej dawki leku 2 oraz tego co
zostaªo z poprzedniego okresu, czyli 0, 75D(n) st¡d dostajemy równanie

D(n + 1) = 0, 75D(n) + 2.

St¡d rozwi¡zaniem powy»szego jest

D(n) = c(0, 75)n+2

(
(0, 75)n − 1

(0, 75)− 1

)
= c(0, 75)n+8(1−(0, 75)n), n ∈ N0.
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Lek jest podawany raz na cztery godziny. Niech D(n) oznacza ilo±¢ leku
w krwi na pocz¡tku n-tego przedziaªu. Organizm usuwa 25% leku w
ci¡gu ka»dego przedziaªu. Zakªadaj¡c, »e zawsze podajemy 2 jednostki
leku wyznaczy¢ D(n) oraz lim

n→∞
D(n).

D(n + 1) = 0, 75D(n) + 2

St¡d rozwi¡zaniem powy»szego jest

D(n) = c(0, 75)n+2

(
(0, 75)n − 1

(0, 75)− 1

)
= c(0, 75)n+8(1−(0, 75)n), n ∈ N0

oczywi±cie D(0) = 2, st¡d c = 2 oraz

D(n) = 2(0, 75)n + 8(1− (0, 75)n) = 8− 6(0, 75)n, n ∈ N0.
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Przykªad 1

Lek jest podawany raz na cztery godziny. Niech D(n) oznacza ilo±¢ leku
w krwi na pocz¡tku n-tego przedziaªu. Organizm usuwa 25% leku w
ci¡gu ka»dego przedziaªu. Zakªadaj¡c, »e zawsze podajemy 2 jednostki
leku wyznaczy¢ D(n) oraz lim

n→∞
D(n).

St¡d rozwi¡zaniem powy»szego jest

D(n) = 8− 6(0, 75)n, n ∈ N0.

Wówczas lim
n→∞

D(n) = 8.

Wyznaczmy D(n) dla 0 ≤ n ≤ 10.
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

D(n) 2 3,5 4,62 5,47 6,1 6,58 6,93 7,2 7,4 7,55 7,66
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Przykªad 2

Mamy par¦ królików w zamkni¦tym pomieszczeniu, z którego nie mog¡
si¦ wydosta¢. Ile b¦dzie par królików po roku, je»eli � po pierwsze �
ka»da para rodzi now¡ par¦ w ci¡gu miesi¡ca, a ta nowa para staje si¦
zdolna do rozrodu w nast¦pnym miesi¡cu, po drugie � króliki nie
umieraj¡, a po trzecie - króliki maj¡ odpowiedni¡ liczb¦ jedzenia.
Rozwi¡zanie tego zagadnienia speªnia zale»no±¢ rekurencyjn¡

F (n + 2) = F (n + 1) + F (n), F (0) = 1, F (1) = 2, 0 ≤ n ≤ 10.

Powy»sza sko«czona rekurencja wi¡»e z ci¡giem Fibonacciego, który jest
wyznaczony zale»no±ci¡ rekurencyjn¡

F (n + 2) = F (n + 1) + F (n), F (0) = 0, F (1) = 1, n ∈ N0.
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Jednorodne liniowe równania rekurencyjne rz¦du 2 o staªych

wspóªczynnikach

Zauwa»my, »e ci¡g Fibonacciego jest przykªadem rekurencji jednorodnej
liniowej rz¦du drugiego o staªych wspóªczynnikach, której ogólna posta¢
jest dana wzorem

xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0, n ∈ N0,

gdzie p1, p2 ∈ R, p2 ̸= 0. Na razie pominiemy warunki pocz¡tkowe tej
rekurencji. Chcemy wyznaczy¢ wszystkie rozwi¡zania powy»szej
rekurencji. Zakªadamy, »e rozwi¡zanie powy»szej rekurencji jest postaci

xn = λn, n ∈ N0.
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Jednorodne liniowe równania rekurencyjne rz¦du 2 o staªych

wspóªczynnikach xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0, p2 ̸= 0

St¡d dostajemy równanie

λn+2 + p1λ
n+1 + p2λ

n = 0, n ∈ N0.

Oczywistym, »e rekurencj¦ speªnia xn = 0, n ∈ N0. Chcemy szuka¢
rozwi¡za« nietrywialnych, czyli zakªadamy, »e λ ̸= 0. Dziel¡c przez λn z
powy»szego dostajemy równanie kwadratowe

λ2 + p1λ+ p2 = 0,

które rozwi¡zujemy w dziedzinie zespolonej !!! (co oznacza, »e posiada
zawsze dwa rozwi¡zania, niekoniecznie ró»ne).
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Przykªad 2 ci¡g Fibonacciego

Wyznaczmy wszystkie rozwi¡zania

F (n + 2)− F (n + 1)− F (n) = 0, n ∈ N0.

Zatem rozwi¡zujemy równanie kwadratowe

λ2 − λ− 1 = 0,

które ma dwa ró»ne pierwiastki rzeczywiste

λ1 =
1−

√
5

2
, λ2 =

1+
√
5

2
.

Zatem wszystkie rozwi¡zania rozwa»anej rekurencji s¡ postaci

F (n) = a1

(
1−

√
5

2

)n

+ a2

(
1+

√
5

2

)n

, n ∈ N0,

gdzie a1, a2 to staªe rzeczywiste.
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Przykªad 2 ci¡g Fibonacciego

Teraz wyznaczymy rozwi¡zanie zagadnienia pocz¡tkowego

F (n + 2)− F (n + 1)− F (n) = 0, F (0) = 0, F (1) = 1, n ∈ N0.

W rozwi¡zaniu ogólnym wyznaczamy a1, a2

F (n) = a1

(
1−

√
5

2

)n

+ a2

(
1+

√
5

2

)n

, n ∈ N0,

z warunków F (0) = 0, F (1) = 1, co prowadzi nas do ukªadu równa«{
a1 + a2 = 0

a1
(
1−

√
5

2

)
+ a2

(
1+

√
5

2

)
= 1

.
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Przykªad 2 ci¡g Fibonacciego

Zatem rozwi¡zaniem

F (n + 2)− F (n + 1)− F (n) = 0, F (0) = 0, F (1) = 1, n ∈ N0.

jest

F (n) = − 1√
5

(
1−

√
5

2

)n

+
1√
5

(
1+

√
5

2

)n

, n ∈ N0.
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Przykªad 2

Mamy par¦ królików w zamkni¦tym pomieszczeniu, z którego nie mog¡
si¦ wydosta¢. Ile b¦dzie par królików po roku, je»eli � po pierwsze �
ka»da para rodzi now¡ par¦ w ci¡gu miesi¡ca, a ta nowa para staje si¦
zdolna do rozrodu w nast¦pnym miesi¡cu, po drugie � króliki nie
umieraj¡, a po trzecie - króliki maj¡ odpowiedni¡ liczb¦ jedzenia.
Rozwi¡zanie tego zagadnienia speªnia zale»no±¢ rekurencyjn¡

F (n + 2) = F (n + 1) + F (n), F (0) = 1, F (1) = 2, n ∈ N0,

której jedynym rozwi¡zaniem jest ci¡g

F (n) = − 1√
5

(
1−

√
5

2

)n+2

+
1√
5

(
1+

√
5

2

)n+2

, n ∈ N0.

oraz rozwi¡zaniem naszego problemu jest

F (12) = 337.
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Jednorodne liniowe równania rekurencyjne rz¦du 2 o staªych

wspóªczynnikach xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0, p2 ̸= 0

Rozwi¡zujemy równanie

λ2 + p1λ+ p2 = 0.

Poªó»my ∆ = p21 − 4p2.
Je»eli ∆ > 0, to powy»sze równanie kwadratowe ma dwa ró»ne niezerowe
pierwiastki rzeczywiste λ1, λ2 oraz wszystkie rozwi¡zania

xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0, p2 ̸= 0

s¡ postaci
xn = a1(λ1)

n + a2(λ2)
n, n ∈ N0,

gdzie a1, a2 s¡ staªymi rzeczywistymi.
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Jednorodne liniowe równania rekurencyjne rz¦du 2 o staªych

wspóªczynnikach xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0, p2 ̸= 0

Rozwi¡zujemy równanie

λ2 + p1λ+ p2 = 0.

Poªó»my ∆ = p21 − 4p2.
Je»eli ∆ = 0, to powy»sze równanie kwadratowe ma jeden niezerowy
pierwiastek (podwójny), który jest liczb¡ rzeczywist¡ λ0 oraz wszystkie
rozwi¡zania

xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0, p2 ̸= 0

s¡ postaci
xn = a1(λ0)

n + a2n(λ0)
n, n ∈ N0,

gdzie a1, a2 s¡ staªymi rzeczywistymi.
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Jednorodne liniowe równania rekurencyjne rz¦du 2 o staªych

wspóªczynnikach xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0, p2 ̸= 0

Rozwi¡zujemy równanie

λ2 + p1λ+ p2 = 0.

Poªó»my ∆ = p21 − 4p2.
Je»eli ∆ < 0, to powy»sze równanie kwadratowe ma dwa pierwiastki
zespolone λ1 = α+ iβ, λ2 = α− iβ, gdzie α, β ∈ R oraz wszystkie
rozwi¡zania

xn+2 + p1xn+1 + p2xn = 0, p2 ̸= 0

s¡ postaci
xn = a1(α+ iβ)n + a2(α− iβ)n, n ∈ N0,

gdzie a1, a2 s¡ staªymi rzeczywistymi. Istniej¡ takie liczby rzeczywiste
r , θ, »e α+ iβ = r(cos(θ) + i sin(θ)), wówczas

xn = rn (a1 cos(nθ) + a2 sin(nθ)) , n ∈ N0,

gdzie a1, a2 s¡ staªymi rzeczywistymi.
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Nieliniowe rekurencje rz¦du 1

Na koniec rozwa»my przykªad nieliniowej rekurencji rz¦du 1 dla
f : R → R, gdzie f (x) = x2 − 2, czyli równanie postaci

xn+1 = f (xn), (xn+1 = x2n − 2), n ∈ N0.

Niech x0 ∈ R b¦dzie punktem startu wypiszemy kilka pocz¡tkowych
elementów ci¡gu generowanego t¡ rekurencj¡

x0, x20 − 2, (x20 − 2)2 − 2, ((x20 − 2)2 − 2)2 − 2, . . .

Jak wida¢ tutaj nie jest ªatwo poda¢ wzór ogólny (xn). Aby bada¢
zachowanie takiej rekurencji wyznaczamy na pocz¡tek jej punkty staªe,
czyli rozwi¡zania równania

f (x) = x .
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Przykªad xn+1 = x2n − 2

Dla rekurencji zwi¡zanej z funkcj¡ f (x) = x2 − 2 punktami staªymi s¡
rozwi¡zania (rzeczywiste)

x2 − 2 = x ,

czyli -1,2. Punkty staªe rekurencji generuj¡ ci¡gi staªe

x0 = 2 : 2, 2, 2, 2 . . . ; x0 = −1 : −1,−1,−1,−1 . . . .

We¹my kilka innych punktów startu:

x0 = 0 : 0,−2, 2, 2, 2, . . .

x0 = 1 : 1,−1,−1,−1, . . .

x0 =
3
2
: 3

2
, 1
4
, 449
256

, 1 49993
65536

,− 3615594751
4294967296

, . . .

x0 = 2, 1 : 2, 1; 2, 41; 3, 8081; 12, 50162561; 154, 2906428926078721; . . .
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Nieliniowe rekurencje rz¦du 1

Niech f : R → R. Rozwa»amy równanie rekurencyjne rz¦du 1

xn+1 = f (xn), n ∈ N0.

Je»eli funkcja f jest ró»niczkowalna oraz f ′ jest funkcj¡ ci¡gª¡,
f (x⋆) = x⋆, |f ′(x⋆)| ≠ 1, to zachowanie rekurencji xn+1 = f (xn) z
punktami startu blisko x⋆ s¡ równowa»ne z zachowaniem jednorodnej
liniowej rekurencji

yn+1 = f ′(x⋆)yn, n ∈ N0.
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