
Paradoks - nadzieja na post¦p

Jakie to cudowne, »e natkneli±my si¦ na paradoks.
Teraz mamy nadziej¦, »e dokona si¦ post¦p.

- Niels Bohr
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Paradoksy s¡ w pewnym sensie jedynie niezwykle sprytnymi
ªamigªówkami, a w innym s¡ jednymi z najwa»niejszych
zagadek, jakie kiedykolwiek wymy±lono.

Paradoksy cz¦sto pokazuj¡ lub przynajmniej sugeruj¡, »e
nasze najbardziej podstawowe intuicje dotycz¡ce niektórych z
naszych najbardziej podstawowych poj¦¢ - w tym prawdy,
zbioru, logiki, wiedzy i przekona« - s¡ bª¦dne w takim czy
innym sensie.

Du»a cz¦±¢ matematyki i logiki matematycznej zawdzi¦cza
swoje pochodzenie rozwa»aniom nad paradoksem kªamcy i
paradoksami teorii mnogo±ci.
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Paradoks to rodzaj argumentu, który:

(a) zaczyna si¦ od przesªanek, które wydaj¡ si¦ bezspornie
prawdziwe;

(b) przechodzi przez rozumowanie, które wydaje si¦
bezspornie poprawne;

(c) prowadzi do wniosku, który jest sprzeczny, faªszywy lub w
inny sposób absurdalny, niewªa±ciwy lub niedopuszczalny.
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Sprzeczno±¢ jest zdaniem, które nie tylko jest faªszywe, ale
musi by¢ faªszywe, przy czym gwarantuje to logiczna lub
gramatyczna forma tego zdania. Na przykªad, ka»de zdanie
postaci:

p i nie(p)

gdzie p jest jakimkolwiek zdaniem, za±

nie(p)

jest skrótem zdania

nie jest tak, »e p,

jest sprzeczno±ci¡, poniewa» »adne zdanie nie mo»e by¢
jednocze±nie prawdziwe i faªszywe.
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Podobnie zdanie postaci

p wtedy i tylko wtedy, gdy nie(p)

jest sprzeczne.
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Problem z paradoksami zawieraj¡cymi sprzeczno±¢ polega na
fakcie (przynajmniej w wi¦kszo±ci uj¦¢ logiki i konsekwencji
logicznej), »e

sprzeczno±¢ poci¡ga za sob¡ cokolwiek,

tzn., »e ka»de zdanie jest wówczas prawdziwe.

Teoria, która zakªada, »e ka»de stwierdzenie jest prawdziwe,
nazywana jest teori¡ trywialn¡.
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Argument, »e ka»da teoria zawieraj¡ca sprzeczno±¢ jest
teori¡ trywialn¡, jest prosty. Zaªó»my, »e mamy sprzeczno±¢
postaci:

p i nie(p).

Skoro prawdziwe jest powy»sze zdanie, przwdziwe jest
równie» zdanie p. Bior¡c teraz dowolne zdanie q
otrzymujemy prawdziwe zdanie

p lub q. (1)

Poniewa» jednak prawdziwe jest zdanie

nie(p), (2)

to z (1) i (2) wynika, »e prawdziwe jest zdanie q.
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Paradoks, od którego zaczniemy, to wersja paradoksu
kªamcy. Przypomnijmy Pinokia (drewnian¡ kukieªk¦
wyrze¹bion¡ przez D»eppetta), który pragnie zosta¢
prawdziwym chªopcem i któremu zawsze ro±nie nos, gdy
kªamie. Co si¦ stanie, gdy Pinokio powie:

Mój nos b¦dzie rósª!

Je±li Pinokio mówi prawd¦, to nos nie b¦dzie mu rósª, ale
wtedy to, co wªa±nie powiedziaª, jest nieprawd¡, co czyni go
kªamc¡ i nos b¦dzie rósª.

Z drugiej strony, je±li kªamie, to nos b¦dzie mu rósª, ale
wtedy to, co powiedziaª, jest prawd¡, czyli oznacza, »e
jednak nie kªamie i nos nie b¦dzie rósª.

Zatem nos Pinokia b¦dzie rósª i nie b¦dzie rósª! Sprzeczno±¢.
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A traz paradoks Achillesa wymy±lony przez Zenona z Elei. W
paradoksie tym szybkonogi Achilles ma wzi¡¢ udziaª w
wy±cigu ze znacznie wolniej poruszaj¡cym si¦ »óªwiem. Aby
wy±cig byª sprawiedliwy »óªw zaczyna "biec", a kilka chwil
pó¹niej Achilles rozpoczyna wy±cig i stara si¦ zªapa¢ »óªwia.

Oczywi±cie to, czy Achilles zªapie »óªwia, b¦dzie zale»e¢ od
wielu czynników, w tym od dªugo±ci przewagi »óªwia,
pr¦dko±ci, z jak¡ Achilles i »óªw mog¡ biec, oraz dªugo±ci
samego wy±cigu. Zenon twierdziª jednak, »e wszystkie te
czynniki s¡ nieistotne. Wr¦cz przeciwnie, argument Zenona
wydaje si¦ pokazywa¢, »e Achilles nigdy nie mo»e zªapa¢
»óªwia, bez wzgl¦du na to, jak szybko biegnie.
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Rysunek: Achilles i »óªw
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Argumentacja przebiega nast¦puj¡co: gdy Achilles rozpoczyna

wy±cig, »óªw przebyª ju» pewn¡ odlegªo±¢ na trasie wy±cigu.

Nazwijmy punkt, w którym znajduje si¦ »óªw, gdy Achilles

rozpoczyna wy±cig, p1. Pierwsz¡ rzecz¡, któr¡ Achilles musi

zrobi¢, aby wyprzedzi¢ »óªwia, jest dotarcie do punktu p1. Zanim
jednak dotrze do p1, »óªw, który zawsze si¦ porusza, dotrze do

punktu dalej, który nazwiemy p2. Teraz Achilles musi i±¢ dalej,

aby dotrze¢ do punktu p2. Zajmie to troch¦ czasu (by¢ mo»e

bardzo maªo czasu, ale nadal b¦dzie to niewielka sko«czona ilo±¢

czasu), a w tym czasie »óªw b¦dzie kontynuowaª ruch, osi¡gaj¡c

nowy punkt p3. Teraz Achilles b¦dzie musiaª kontynuowa¢ bieg,

aby dotrze¢ do punktu p3, ale do tego czasu »óªw b¦dzie ju» w

nowym punkcie p4. Gdy Achilles dotrze do punktu p4, »óªw
przejdzie do punktu p5 i tak dalej. Wedªug Zenona ta sekwencja

b¦dzie trwa¢ w niesko«czono±¢, poniewa» za ka»dym razem, gdy

Achilles dotrze do punktu, w którym znajdowaª si¦ »óªw, punkt

ten nie b¦dzie ju» punktem, w którym znajduje si¦ »óªw - to

znaczy »óªw przesunie si¦ nieco dalej. W rezultacie Achilles nigdy

nie mo»e zªapa¢ »óªwia.
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Rysunek: Paradoks biegacza
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Paradoks biegacza wg Zenona. Wyobra¹my sobie sportowca,

który musi przebiec prost¡ tras¦ o dªugo±ci jednego kilometra.

Punkt, w którym zaczyna, nazwiemy 0, punkt, w którym wy±cig

si¦ ko«czy, 1, a ka»dy punkt pomi¦dzy nimi b¦dzie oznaczony

odlegªo±ci¡ od punktu pocz¡tkowego. Argument Zenona ma na

celu wykazanie, »e niemo»liwe jest przebiegni¦cie jednego

kilometra:

- po pierwsze, biegacz musi dotrze¢ do punktu ±rodkowego 1/2
mi¦dzy 0 a 1;

- po osi¡gni¦ciu 1/2, jego nast¦pnym zadaniem jest dotarcie do

punktu ±rodkowego pozostaªej odlegªo±ci - czyli 3/4 = 1/2+ 1/4;
- po osi¡gni¦ciu 3/4, biegacz musi dotrze¢ do poªowy pozostaªego

dystansu, czyli 7/8 = 1/2+ 1/4+ 1/8;
- kontynuuj¡c ten schemat, musi nast¦pnie osi¡gn¡¢ 15/16, a
nast¦pnie 31/32, a nast¦pnie 63/64. . .
W rezultacie biegacz musi wykona¢ niesko«czenie wiele ró»nych

zada«, aby przebiec od 0 do 1. Poniewa», wedªug Zenona,

nie mo»emy wykona¢ niesko«czenie wielu zada«, przebiegni¦cie

jednego kilometra jest niemo»liwe.
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W innym wariancie paradoksu Zenon pokazuje, »e biegacz
nawet nie mo»e zacz¡¢ ruch, bo aby znale¹¢ si¦ gdziekolwiek
poza punktem startowym 0 musi wykona¢ niesko«czenie
wiele zada«, co jest niemo»liwe.
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W niektórych przedstawieniach paradoksu biegacza
[Ajdukiewicz] wniosek w paradoksie jest wyci¡gany
nast¦puj¡co:

�czas potrzebny na przebycie caªej drogi równy jest sumie
czasów potrzebnych na przebycie wszystkich jej cz¦±ci; czas
ten jest wi¦c równy sumie niesko«czenie wielu odcinków
czasowych, z których ka»dy ma okre±lone trwanie.
Jedmank»e, suma niesko«czenie wielu odcinków czasowych,
z których ka»dy ma okre±lone (ró»ne od zera) trwanie, jest
niesko«czenie dªuga�.

Rozwi¡zanie jest wówczas proste:

"Dla Zenona suma t
2

+ t
4

+ t
8

+ t
16

+ t
32

+ ... nie mo»e mie¢
warto±ci sko«czonej. Elementarna teoria niesko«czonych
szeregów geometrycznych poucza, i» suma, o któr¡ tu
chodzi, jest sko«czona i wynosi t."
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Rzeczywi±cie,

t

2
+

t

4
+

t

8
+

t

16
+

t

32
+ ...

jest szeregiem geometrycznym

∞∑
n=0

aqn = a + aq + aq2 + aq3 + ...,

gdzie a = t/2, za± q = 1/2, który ma sum¦ sko«czon¡,
równ¡

a

1− q
=

t/2
1− 1/2

= t.
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Ogólnie, w analizie matematycznej, de�niuje si¦ sum¦

niesko«czonej ilo±ci liczb
∞∑
n=1

an = a1 + a2 + a3 + ...+ ak + ak+1 + ...

w nast¦puj¡cy sposób: tworzymy tzw. ci¡g sum cz¦±ciwych

(Sn)n∈N

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

S3 = a1 + a2 + a3,

...

Sn = a1 + a2 + ...+ an,

...

i badamy czy jest on zbie»ny. Je±li jest zbie»ny, to jego granic¦

nazywamy sum¡ szeregu:
∞∑
n=1

an := lim
n→∞

Sn.
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Podobnie mo»na rozumowa¢ w przypadku paradoksu Achillesa i

pokaza¢, »e szereg utworzony z czasów, gdy Achilles dogania

»óªwia sumuje si¦ do sko«czonej warto±ci.

18 / 44



Powy»sze rozwi¡zania opieraj¡ si¦ na zaªo»eniu, »e przestrze«
i czas maj¡ struktur¦ kontinuum, zatem opisuj¡ j¡ liczby
rzeczywiste, a wi¦c mo»na korzysta¢ z narz¦dzi analizy
matematycznej. Chocia» prawd¡ jest, »e prawie wszystkie
teorie �zyczne zakªadaj¡, »e przestrze« i czas rzeczywi±cie
maj¡ struktur¦ kontinuum, to jednak kwantowe teorie
grawitacji sugeruj¡, »e tak nie jest.
Nasze przekonanie, »e matematyczna teoria niesko«czono±ci
opisuje przestrze« i czas, jest uzasadnione w takim stopniu,
w jakim prawa �zyki zakªadaj¡, »e tak jest, oraz w takim
stopniu, w jakim prawa te s¡ potwierdzane przez
do±wiadczenie. Nic nie gwarantuje a priori, »e przestrze« ma
struktur¦ kontinuum.
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Jak rozwi¡zywa¢ paradoksy?

Istnieje szereg strategii, które mo»na zastosowa¢ w celu
rozwi¡zania paradoksu.

1. Strategia odrzucenia przesªanek. Strategia ta polega
na zakwestionowaniu ci najmniej jednej z przesªanek - innymi
sªowy, mo»na argumentowa¢, »e jedna z pozornie
niekontrowersyjnych przesªanek jest kontrowersyjna.

2. Strategia odrzucenia rozumowania. Strategia ta
polega na zakwestionowaniu, »e wniosek wynika z przesªanek
- innymi sªowy, mo»na argumentowa¢, »e pozornie
niekontrowersyjne rozumowanie jest jednak kontrowersyjne.
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3. Strategia akceptacji wniosku. Strategia ta polega na
zakwestionowaniu, »e wniosek jest sprzeczny, faªszywy lub w
inny sposób absurdalny lub niewªa±ciwy - innymi sªowy,
mo»na zaakceptowa¢ rzekomo paradoksalny argument i
przyj¡¢ prawdziwo±¢ wniosku.
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4. Strategia odrzucenia poj¦cia. Jest to by¢ mo»e
najbardziej subtelna strategia polegaj¡ca na odrzuceniu
jednego lub wi¦cej poj¦¢ zaanga»owanych w argument jako
poj¦cie niespójne lub wadliwe w inny sposób. Wi¡»e si¦ to
oczywi±cie z odrzuceniem wszelkich przesªanek lub
rozumowania, które obejmuje to poj¦cie.

Strategia ta ró»ni si¦ od pierwszej i drugiej strategii,
poniewa» w tej strategii nie mówimy jedynie, »e dana
przesªanka jest faªszywa lub »e dane rozumowanie jest
bª¦dne, ale zamiast tego twierdzimy, »e przesªanka lub
wnioskowanie jest w jaki± sposób bezsensowne lub niespójne,
poniewa» obejmuje bezsensowne lub niespójne poj¦cie.
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Aby lepiej zrozumie¢ strategie rozwi¡zywa« paradoksów,
przyjrzyjmy si¦ nieco bardziej szczegóªowo paradoksowi
biegacza. Mo»emy zrekonstruowa¢ argument Zenona w
nast¦puj¡cy sposób:

(P1) Przej±cie od 0 do 1 wymaga wykonania niesko«czonej

liczby zada« w sko«czonym czasie.

(P2) Niemo»liwe jest wykonanie niesko«czonej liczby zada«

w sko«czonym czasie.

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
(W ) Przej±cie od 0 do 1 (a zatem ruch w ogóle)

jest niemo»liwe.
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Pierwsz¡ opcj¡ radzenia sobie z tym paradoksem jest
przyj¦cie strategii odrzucenia przesªanek, argumentuj¡c, »e
albo pierwsza, albo druga przesªanka jest faªszywa. Innymi
sªowy, mo»emy poradzi¢ sobie z tym paradoksem, twierdz¡c,
»e:

(∼ P1) przej±cie od 0 do 1 nie wymaga wykonania

niesko«czonej liczby zada« w sko«czonym czasie

lub twierdz¡c, »e

(∼ P2) mo»liwe jest wykonanie

niesko«czonej liczby zada« w sko«czonym czasie.
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Zauwa»my, »e je±li zaªo»ymy, »e przestrze« jest dyskretna, to
przej±cie od 0 do 1 wymaga wykonania sko«czonej liczby
zada« w sko«czonym czasie. Zatem zachodzi (∼ P1), czyli
przesªanka (P1) jest faªszywa, a to blokuje paradoks
biegacza.
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Zauwa»my, »e je»eli rozumowanie Zenona jest poprawne, tj.

z (P1) i (P2) wynika (W ),

to zaprzeczaj¡c wniskowi (W ) musimy zaprzeczy¢ jednemu z
zaªo»e«. Wydaje si¦ oczywistym, »e ruch jest mo»liwy, czyli,
»e (W ) jest faªszywe. Je±li wi¦c przyjmiemy, »e ruch wymaga
wykonanie niesko«czonej liczby zada« w sko«czonym czasie,
tj. przyjmiemy (P1), to musimy odrzuci¢ (P2), czyli przyj¡¢,
»e mo»liwe jest wykonanie niesko«czonej liczby zada« w
sko«czonym czasie. Sytuacje wymagaj¡ce wykonania
niesko«czonej liczby zada« w sko«czonym czasie nazywane
s¡ super-zadaniami.

Z super-zadaniami s¡ jednak pewne problemy.
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Rysunek: Lampa Thomsona

1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + 1− 1 + ... =?
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Rysunek: Lampa Thomsona - swietlisty koniec
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Rysunek: Lampa Thomsona - ciemnisty koniec
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Rysunek: Procedura Littlewooda-Rossa

W n-tym kroku mamy w sªoju

10 · n − n = 9 · n

kul.
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Rysunek: Super-zadanie Laraudogoitego
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Kolejn¡ opcj¡ radzenia sobie z paradoksem biegacza jest
przyj¦cie strategii odrzucenia rozumowania. Najpierw
musimy okre±l¢ logiczn¡ struktur¦ argumentu.
W naszym przedstawieniu paradoksu ma on form¦:

p poci¡ga za sob¡ q

Nie jest mo»liwe, »e q

−−−−−−−−−−−−−
Nie jest mo»liwe, »e p,

gdzie:
p = Biegacz mo»e porusza¢ si¦ od 0 do 1.
q = Biegacz mo»e wykona¢ niesko«czenie wiele zada« w
sko«czonym czasie.
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Ustalmy jak rozumiemy stwierdzenie:

Ω poci¡ga za sob¡ Θ.

Je±li relacj¦ ª¡cz¡c¡ p i q jest tutaj tzw. implikacja
materialna, tj.:

Je±li zachodzi Ω, to zachodzi równie» Θ,

co jest (w logice klasycznej) równowa»ne z:

(nie Ω) lub Θ,

to argument Zenona byªby nieprawidªowy:
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(Nie jest mo»liwe, »e Θ) poci¡ga za sob¡ (nieΘ)

(nieΘ) oraz [(nie Ω) lub Θ] poci¡ga za sob¡ (nieΩ)

jednak

(nieΩ) nie poci¡ga za sob¡ (nie jest mo»liwe, »e Ω)

bo np.

(nie jest tak, »e ta prelekcja jest prowadzona interesuj¡co)

nie poci¡ga za sob¡

(nie jest mo»liwe, »eby ta prelekcja byªa prowadzona interesuj¡co)
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Zenon wyra¹nie chce, aby pierwsza przesªanka byªa
rozumiana jako twierdzenie, »e przej±cie od 0 do 1 (lub
jakikolwiek ruch) musi obejmowa¢ wykonanie niesko«czenie
wielu zada« w sko«czonym czasie. Innymi sªowy, najlepszym
sposobem na zrozumienie pierwszej przesªanki jest co± w
rodzaju:

Konieczne jest, »e je±li zachodzi Ω, to zachodzi równie» Θ.

Je±li rozumiemy pierwsz¡ przesªank¦ w ten sposób, to
rozumowanie jest poprawne - przynajmniej przy
standardowym rozumieniu konieczno±ci i mo»liwo±ci:
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Konieczne jest, »e je±li zachodzi Ω, to zachodzi równie» Θ

Nie jest mo»liwe, »e Θ

−−−−−−−−−−−−−
Nie jest mo»liwe, »e Ω,

Co wi¦cej, nie wydaje si¦, aby istniaªy jakiekolwiek powody,
aby s¡dzi¢, »e w omawianym przypadku jest co± zªego w tym
rozumowaniu (przynajmniej bardzo niewielu my±licieli
obwiniaªo ten schemat rozumowania za zagadkow¡ natur¦
paradoksu Zenona).
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Trzecia opcja - strategia akceptacji wniosku - jest równie»
nieatrakcyjna w tym konkretnym przypadku. W ko«cu ruch
jest mo»liwy i wydaje si¦, »e codziennie wykonujemy zadania
podobne do tego, którego podj¡ª si¦ biegacz.
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Czwarta opcja - strategia odrzucenia poj¦cia - byªa
zaproponowana przez Arystotelesa. Arystoteles zauwa»yª, »e
paradoks biegacza opiera si¦ na zaªo»eniu, »e mo»emy
my±le¢ o odcinku od 0 do 1 jako zbudowanego z
niesko«czenie wielu odr¦bnych elementów. Arystoteles
zaprzeczyª temu, rozró»niaj¡c zbiory potencjalnie
niesko«czone od zbiorów aktualnie niesko«czonych.
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Potencjalnie niesko«czony zbiór to zbiór, który zawsze
mo»na rozszerzy¢ poprzez dodanie nowych elementów.
Zatem potencjalnie niesko«czony zbiór jest sko«czony w
dowolnym momencie (lub na dowolnym �etapie� jego
konstrukcji), ale w pewnym sensie jest nieograniczony,
poniewa» zbiór zawsze mo»na rozszerzy¢ na wi¦kszy (cho¢
wci¡» sko«czony) zbiór.

Aktualnie niesko«czony zbiór to zbiór, który zawiera
niesko«czenie wiele elementów naraz. Arystoteles
argumentowaª, »e odcinek mi¦dzy 0 a 1 w paradoksie
biegacza oraz zbiór cz¦±ci, na które mo»na podzieli¢ ten
odcinek, jest potencjalnie, ale nie aktualnie niesko«czony.
Arystoteles argumentowaª, »e nigdy nie mo»e by¢ »adnego
aktualnie niesko«czonego zbioru.
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Arystoteles argumentowaª, »e odcinek mi¦dzy 0 a 1 mo»na
dzieli¢ na coraz wi¦cej (ale zawsze sko«czenie wielu)
odcinków, ale nie jest ona z góry podzielony na wszystkie
niesko«czenie wiele cz¦±ci w sposób, który sugeruje Zenon.
W rezultacie Arystoteles odrzuciª pierwsz¡ przesªank¦
argumentacji Zenona, gdy» odrzuciª koncepcj¦ aktualnie
niesko«czonych zbiorów. W terminologii, któr¡ wªa±nie
wprowadzili±my, Arystoteles przyj¡ª rozwi¡zanie polegaj¡ce
na strategii odrzucenia poj¦cia, odrzucaj¡c poj¦cie aktualnej
niesko«czono±ci.
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Wydaje si¦ zatem, »e najsensowniejsz¡ odpowiedzi¡ na
paradoks biegacza jest odrzucenie jednej z przesªanek, gdy»
rozumowanie przeprowadzone w paradoksie jest poprawne,
przyj¦cie wniosku pªyn¡cego z paradoksu jest wyra¹nie
absurdalne, za± rozumienie nisko«czono±ci, tak jak to
proponuje Arystoteles, nie znajduje dzisiaj zwolenników.

Reasumuj¡c, jedynie strategia odrzucenia przesªanki wydaje
si¦ by¢ tutaj owocna.
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Natomiast w paradoksie Pinokia lub jego bardziej znanej
formie, paradoksie kªamcy:

To zdanie jest faªszywe

ka»da ze strategi przynosi interesuj¡ce i zajmuj¡ce wielu
badaczy propozycje rozwi¡za«. Ale to ju» dªu»sza historia na
inn¡ okazj¦.
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