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Nauki matematyczne

Celem nauk matematycznych jest zrozumienie praw natury poprzez

rozumowanie symboliczne i operowanie abstrakcyjnymi strukturami.

Zatem w naukach matematycznych staramy si¦:
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odkry¢ i zanalizowa¢ zwi¡zki pomi¦dzy tymi abstrakcyjnymi

strukturami (matematyka �czysta�),

zrozumie¢ mo»liwie liczne cechy ±wiata zewn¦trznego

dopasowuj¡c je do badanych struktur abstrakcyjnych poprzez

modelowanie matematyczne, ich analiz¦ oraz przeformuªowanie

w sposób zrozumiaªy dla komputerów, oraz wykorzystanie

wyników oblicze« numerycznych do interpretacji i

przewidywania ±wiata zewn¦trznego (matematyka stosowana),

wnioskowa¢ o wªasno±ciach ±wiata rzeczywistego na podstawie

danych obserwacyjnych u»ywaj¡c abstrakcyjnych struktur i

argumentacji, wypracowanych powy»ej (statystyka

matematyczna, uczenie maszynowe).
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Przykªad 1. Przykªadem modelu matematycznego jest wzór

wi¡»¡cy wysoko±¢ niespªaconej D(k) cz¦±ci kredytu D0 po

spªaceniu k rat wysoko±ci R przy oprocentowaniu r ,

D(k) = (1+ r)k D0−R
k−1

∑
i=0

(1+ r)k−i−1

= (1+ r)k D0−
(
(1+ r)k −1

) R

r
. (1)

W szczególno±ci, je±li kredyt D0 udzielony na procent r powinien

by¢ spªacony w n ratach, to wysoko±¢ raty wynosi

R =
rD0

1− (1+ r)−n
. (2)
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Przykªad 2. Odpadów radioaktywnych cz¦sto pozbywamy si¦

umieszczaj¡c je w szczelnych beczkach i zatapiaj¡c w gª¦bokiej

wodzie. Problemem jest mo»liwo±¢ p¦kni¦cia beczki przy uderzeniu

o dno.

Do±wiadczenia laboratoryjne pokazuj¡, »e beczki mog¡ p¦kn¡¢ przy

uderzeniu z pr¦dko±ci¡ 4m/s.

Zmiana pr¦dko±ci v pojemnika na gª¦boko±ci y jest dana wzorem

mv
dv

dy
=
(
mg−B− cv2

)
, (3)

gdzie m jest mas¡ beczki, g przyspieszeniem ziemskim, B � siª¡

wyporu, za± c � wspóªczynnikiem siªy oporu wody, zale»nym od

ksztaªtu i przekroju zanurzaj¡cego si¦ obiektu i g¦sto±ci o±rodka.
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Równanie (3) ma rozwi¡zanie

v(y) =

√
mg−B

c

(
1− e−

2c
m y

)
, (4)
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Rysunek: Pr¦dko±¢ beczki o masie 500 kg wypieraj¡cej 200 kg wody o

wspóªczynniku oporu 153 kg/m, jako funkcja gª¦boko±ci.
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Dla jakichkolwiek zastosowa« matematyki kluczowym zagadnieniem

jest sposób, w jaki nasz wewn¦trzny aparat poznawczy jest

poª¡czony ze ±wiatem zewn¦trznym. Zatem poj¦cie modelowania

matematycznego jest centralym poj¦ciem w matematyce

stosowanej. Pami¦tajmy:

matematyka zawsze odpowiada na pytania o modelu, a nie o

±wiecie zewn¦trznym.

Zatem to, co matematyka mówi o ±wiecie zewn¦trznym zale»y

wyª¡cznie od tego, jak dobrze jest on reprezentowany przez model

matematyczny.
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Czy taka reprezentacja jest w ogóle mo»liwa?

Wedªug staro»ytnych Greków �Bóg jest geometr¡� � tak,

±wiat jest zbudowany wedªug zrozumiaªych reguª

(geometrycznych, algebraicznych...).

Nie, caªa nauka jest rozs¡dnym zgadywaniem � mamy du»o

szcz¦±cia, je±li udaje si¦ nam co± przewidzie¢.

Podej±cie �Po drugiej stronie zwierciadªa� � prawda le»y

po±rodku; wyewoluowali±my wraz ze ±wiatem zewn¦trznym, a

zatem nasz aparat poznawczy musi by¢ przynajmniej do

pewnego stopnia wiernym odbiciem ±wiata zewn¦trznego i

praw nim rz¡dz¡cych, gdy» inaczej nie przetrwaliby±my. (K.

Lorenz, nagroda Nobla w 1973)
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Czyli matematyka jest

w najgorszym przypadku, j¦zykiem nauki,

a w najlepszym, szóstym zmysªem, pomostem pomi¦dzy

naszym umysªem a wszech±wiatem.

Innymi sªowy, poszukujemy odpowiedzi na pytanie, czy dzi¦ki

matematyce nasz umysª mo»e przekroczy¢ granice wyznaczone

przez zmysªy, konstruuj¡c obiekty my±lowe maj¡ce swoje

odpowiedniki we wszech±wiecie, a niedost¦pne bezpo±rednio dla

zmysªów, i czy mo»emy w wiarygodny sposób u»ywa¢ tych obiektów

do przewidywania zdarze«, które mog¡ by¢ bezpo±rednio

wery�kowane.
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Czy w ogóle potrzebujemy matematyki w codziennym »yciu?

1. Czy jest jaki± powód, poza ciekawo±ci¡, aby zada¢ sobie pytanie:

Czy, oprócz okr¦gu, istniej¡ �gury o staªej szeroko±ci?

Figur¡ o staªej szeroko±ci nazywamy �gur¦ na pªaszczy¹nie o tej

wªasno±ci, »e proste równolegªe przylegaj¡ce do tej �gury z obu

stron maj¡ t¦ sam¡ odlegªo±¢ bez wzgl¦du na kierunek.
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Rysunek: Trójk¡t i wielok¡t Reuleaux
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Rysunek: Katastrofa wahadªowca Challenger
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Strze»cie si¦ faªszywych okr¦gów!

Rysunek: Zdarzenia prowadz¡ce do wybuchu

J. Banasiak Modelowanie matematyczne � sukcesy i wpadki



Rysunek: Rakiety dodatkowe na paliwo staªe i pier±cienie uszczelniaj¡ce

Puste rakiety dodatkowe s¡ odrzucane po wyczerpaniu si¦ paliwa,

wyªawiane z oceanu, ci¦te poprzecznie na kawaªki w ksztaªcie rur w

celu uªatwienia transportu i remontowane. Przekrój ka»dej rury jest

badany pod wzgl¦dem jego okr¡gªo±ci.
J. Banasiak Modelowanie matematyczne � sukcesy i wpadki



Je±li fragment jest uznany za niewystarczaj¡co okr¡gªy, jest on

ponownie ksztaªtowany, poniewa» poszczególne fragmenty po

zªo»eniu musz¡ do siebie idealnie pasowa¢, aby pier±cienie

uszczelniaj¡ce uniemo»liwiaªy wyciek pªon¡cego paliwa. Jest to

szczególnie wa»ne w niskich temperaturach, gdy guma uszczelek

traci elastyczno±¢.
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R. Feynman zauwa»yª, »e w okresie startów wahadªowców NASA

sprawdzaªo, czy rurowe fragmenty zbiornika s¡ okragªe, dokonuj¡c

zaledwie trzech pomiarów jego szeroko±ci � je±li mierzona

szeroko±¢ rury w trzech ró»nych miejscach byªa taka sama,

uznawano, »e rura jest okr¡gªa

Rysunek: Okr¡g wedªug standardów NASA w 1986
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Podstawy modelowania matematycznego.

W praktyce na ogóª stosujemy podej±cie �Po drugiej stronie

zwierciadªa�, to znaczy, uwa»amy, »e nasze zmysªy nie oszukuj¡ nas

przekazuj¡c nam bod¹ce ze ±wiata zewn¦trznego, ale te» umysª

syntetyzuj¡c te bod¹ce potra� wyj±¢ poza do±wiadczenie zmysªów

w sposób spójny ze struktur¡ wszech±wiata. Innymi sªowy,

wierzymy, »e poprawno±¢ przewidywa« modeli nie jest szcz¦±liwym

trafem, ale wynika z tego, »e nasz umysª jest odbiciem praw natury.

Musimy jednak nieustaj¡co pami¦ta¢, »e ka»de takie �wyj±cie poza�

ma swoje granice i w zwi¡zku z tym musimy ci¡gle sprawdza¢, czy

ich nie przekroczyli±my.
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Jak mówili±my wcze±niej, modelem matematycznym nazywamy

abstrakcyjny obiekt, cz¦sto równanie, które opisuje w sposób

ilo±ciowy zachowanie okre±lonych obiektów i, idealnie, umo»liwia

prognozowanie ich zachowa«.

Model ruchu prostoliniowego ze staªym przyspieszeniem a

x(t) = x0+ v0t+
at2

2
,

gdzie x0 i v0 to pocz¡tkowe poªo»enie i pr¦dko±¢ obiektu.

Ogólniejsza wersja tego modelu to

d2

dt2
(m(t)x(t)) = F (t),

gdzie m i x to masa i poªo»enie obiektu, za± F to dziaªaj¡ca

na« siªa.
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Modelowaniem matematycznym nazywamy proces budowania i

analizowania modeli, opracowywania prognoz wynikaj¡cych z tych

modeli i ich porównywania z danymi obserwacyjnymi.
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Przyroda,

spoªecze«stwo

lub technologia

Matematyka czysta

Model

Abstrahowanie

Analiza

Obliczenia

Porównanie
z danymiPoprawki

Jeste±my z tego ±wiata i »adna idea nie powstaje caªkowicie w nas,

bez odniesie« do ±wiata zewn¡trznego.
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Pami¦tajmy, »e

Modelowanie matematyczne to nie matematyka � nie mo»na

udowodni¢, »e dany model jest poprawny.

Tak naprawd¦,

Ka»dy model jest bª¦dny; pytaniem praktycznym jest, jak

bª¦dny musi on by¢, aby przestaª by¢ u»yteczny.
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S¡ jednak bardzo zªe modele i caªkiem dobre. Podsumowuj¡c

wcze±niejsz¡ dyskusj¡, dobry model:

Pozwala przewidywa¢ � modele s¡ budowane na podstawie

zbioru danych do±wiadczalnych zebranych w okre±lonych

warunkach. Je±li jeste±my w stanie wykona¢ podobne

do±wiadczenie w innych warunkach, to otrzymane dane

powinny zgadza¢ si¦ z przewidywaniami modelu. Przykªadowo:

- ogólna teoria wzgl¦dno±ci � ugi¦cie ±wiatªa, fale grawitacyjne;

- równania Diraca � istnienie pozytonów;

- teoria standardowa � istnienie bozonu Higgsa.
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Zawiera wcze±niejsze sprawdzaj¡ce si¦ modele jako podmodele:

- mechanika Newtona jest zawarta w teorii wzgl¦dno±ci (szczególnej

i ogólnej) je±li rozpatrujemy pr¦dko±ci maªe w stosunku do pr¦dko±ci

±wiatªa i rejony odlegªe od du»ych mas;

- mechanika kwantowa daje te same wyniki, co mechanika Newtona

je±li rozpatrujemy obiekty du»ych rozmiarów i nie za maªe energie.

J. Banasiak Modelowanie matematyczne � sukcesy i wpadki



Zªy model.

Bryªy plato«skie � wielo±ciany maj¡ce takie same wielok¡ty

jako ±ciany i równe k¡ty wielo±cienne. Platon znaª cztery takie

bryªy i uto»samiaª je z »ywioªami � wod¡, ziemi¡, ogniem i

powietrzem. Gdy jego ucze« odkryª dwunasto±cian, Platon

uznaª go za odpowiadaj¡cy pierwiastkowi boskiemu (lub

wszech±wiatowi).
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Johannes Kepler: 5 bryª plato«skich i 6 znanych planet, Merkury,

Wenus, Ziemia, Mars, Jowisz i Saturn � przypadek? Je±li bowiem

na sferze o promieniu orbity Merkurego opisa¢ o±mio±cian, a na nim

opisa¢ nast¦pn¡ sfer¦, to jej promie« odpowiada¢ b¦dzie

promieniowi orbity Wenus. Je±li na tej drugiej sferze opisa¢

dwudziesto±cian, a na nim kolejn¡ trzeci¡ sfer¦, to jej promie«

odpowiada promieniowi orbity Ziemi. I tak kolejno dla nast¦pnych

wielo±cianów foremnych i planet: dwunasto±cian � Mars,

czworo±cian � Jowisz, sze±cian � Saturn.
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Wyliczone promienie orbit zgadzaªy si¦ mniej wi¦cej ówczesnymi

obserwacjami.

Prostota i logika modelu i jego zgodno±¢ z obserwacjami niewiele

mówi¡ o jego poprawno±ci.
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Czy potrzebna jest matematyczna analiza modeli? Czy nie

wystarczy, po sformuªowaniu modelu, wrzuci¢ go na komputer?

Zawsze co± u»ytecznego da si¦ wycisn¡¢.

Efektem takiego my±lenia jest historia pierwszego odrzutowego

samolotu pasa»erskiego de Havilland Comet:

• 10 stycznia 1954, Comet pierwszej serii rozpadª si¦ w powietrzu u

wybrze»y Elby zabijaj¡c wszystkie 35 osób na pokªadzie,

• 8 kwietnia 1954, Comet spadª do morza w pobli»u Neapolu,

zabijaj¡c wszystkie 21 osób na pokªadzie.
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Rysunek: Pierwsza (góra) i pó¹niejsza (dóª) wersja Cometa
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Rysunek: Wyªowione szcz¡tki Cometa i ich analiza � p¦kni¦cie przy rogu
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Dlaczego? Popatrzmy, co si¦ dzieje w pobli»u rogu kwadratowego

otworu.

,

Rysunek: Komputerowe przedstawienie odksztaªce« (góra) i napr¦»e«

(dóª) w rogu � kolor czerwony nie wró»y nic dobrego.J. Banasiak Modelowanie matematyczne � sukcesy i wpadki



O ile odksztaªcenia wygl¡daj¡ w porz¡dku, napr¦»enia rosn¡

dramatycznie � nazywamy to katastrof¡ gradientow¡, bo

napr¦»enia wyra»aj¡ si¦ poprzez pochodne (gradienty) rozwi¡za«.

Samo wyst¡pienie du»ych napr¦»e« nie musi by¢ gro¹ne, natomiast

poddawanie materiaªu wielokrotnym nadmiernym obci¡»eniom

prowadzi do tak zwanego zm¦czenia materiaªu, i we efekcie jego

p¦kni¦cia.

Co wi¦cej, koncentracja napr¦»e« jest zjawiskiem lokalnym � tak

zwana zasada St. Venanta mówi, »e wpªyw zaburzenia w maleje

bardzo szybko, gdy oddalamy si¦ od miejsca jego przyªo»enia.
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Dlaczego wi¦c Cometa skonstruowano tak, jak go skonstruowano?

• Równania s¡ sformuªowane dla odksztaªce«, wi¦c ich rozwi¡zania

nie wykazuj¡ osobliwo±ci. Dopiero analiza równa«, która bada

regularno±¢ rozwi¡za« (czyli na przykªad wªa±ciwo±ci pochodnych

rozwi¡za«), mo»e wykry¢ pojawienie si¦ katastrofy gradientowej.

• Równie» zbyt maªa ilo±¢ punktów w których rozwi¡zanie jest

obliczane przez komputer mo»e nie wykry¢ du»ych napr¦»e«

pojawiaj¡cych si¦ w bliskim s¡siedztwie rogów ze wzgl¦du na zasad¦

St. Venanta.

• Skoro tak, konstruktorzy byli nie±wiadomi mo»liwo±ci wyst¡pienia

katastrofalnego zm¦czenia materiaªu.
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Prawdopodobn¡ przyczyn¡ wypadków byªy niechlujne obliczenia z

pomini¦ciem analizy modelu � algorytmy obliczeniowy

skonstruowano bez zrozumienia osobliwo±ci rozwi¡zania i tego, jak

wpªywaj¡ one na dokªadno±¢ i szybko±¢ oblicze«.
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Jak tego unikn¡¢?

• Pomy±l, zanim wª¡czysz komputer. Staraj si¦ zrozumie¢, jakie

wªa±ciwo±ci maj¡ rozwi¡zania modelu na podstawie jego struktury.

Do tego sªu»y analiza matematyczna. W tym przypadku istnieje

teoria matematyczna, która

− pozwala wykry¢ katastrof¦ gradientow¡,

− podaje dokªadny opis tego, jak �zªe� jest rozwi¡zanie koªo rogu,

co pozwala �usun¡¢� te osobliwo±ci z rozwi¡zania i przeprowadzi¢

normalne obliczenia.
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